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РОЗДІЛ 1 
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УДК 613.26.29 

 

М. І. Сичов, к.х.н., К. Ф. Боряк, д.т.н. 

 

Державний університет інтелектуальних технологій і звʼязку, м. Одеса 

 

ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ЩОДО ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДІВ ВИЯВЛЕННЯ 

ФАЛЬСИФІКАТІВ У МОЛОЧНИХ ПРОДУКТАХ 

 

Наведені основні види та способи фальсифікації молочної продукції. Проведено аналіз видів і 

особливостей впливу фальсифікатів на здоров’я людини, основних джерел їх токсикологічної небез-

пеки, стану законодавчих та нормативних документів щодо технічних умов і вимог до якості моло-

чних продуктів в Україні та в інших країнах, існуючих лабораторних методів встановлення їх якості 

та безпеки. Розглядається необхідність введення в існуючу нормативну документацію у вигляді тех-

нічних умов вимог щодо видів аналізів в Україні. Розглянуті особливості та переваги хроматографі-

чних методів аналізу молочних продуктів та можливість застосування більш простих і доступних 

засобів встановлення натуральності молочної продукції. Пропонується введення вимог з проведення 

аналізів щодо вмісту меламіну, як високотоксичного сурогату білку, нових методів аналізу для вияв-

лення фальсифікатів-замінників молочного жиру на рослинні.  

Ключові слова: продукти молочні, фальсифікація, ідентифікація, натуральність, склад, безпеч-

ність, меламін, методи аналізу, хроматографія.  

 

М. И. Сычев, к.х.н.,  К. Ф. Боряк, д.т.н. 

 

ПРАКТИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПРИМЕНЕНИЮ МЕТОДОВ ВИЯВЛЕНИЯ 

ФАЛЬСИФИКАТОВ В МОЛОЧНЫХ ПРОДУКТАХ 

 

Представлены основные виды и способы фальсификации молочной продукции. Проведен анализ 

видов и особенностей влияния фальсификатов на здоровье человека, основных источников их токси-

кологической опасности, состояния законодательных и нормативных документов относительно 

технических условий и требований к качеству молочных продуктов в Украине и других странах, су-

ществующих лабораторных методов установления их качества и безопасности. Рассматривается 

необходимость введения в существующую нормативную документацию в виде технических условий 

требований к видам анализов в Украине. Предлагается введение требований по проведению анализов 

по содержанию меламина, как высокотоксичного суррогата белка, новых методов анализа для выяв-

ления фальсификатов-заменителей молочного жира на растительные. Рассмотрены особенности и 

преимущества газохроматографических методов анализа молочных продуктов и возможность при-

менения более простых и доступных аналитических средств установления натуральности молочной 

продукции.  

Ключевые слова: продукты молочные, фальсификация, идентификация, натуральность, со-

став, безопасность, меламин, методы анализа, хроматография. 

 

M. I. Sychov, PhD, K. F. Boriak, DSc 

      

PRACTICAL RECOMMENDATIONS FOR THE APPLICATION OF METHODS FOR 

DETECTION OF COUNTERFEITS OF DAIRY PRODUCTS 

 

An analysis was made of the types and characteristics of the influence of counterfeit products on human 

health, the main sources of their toxicological danger, and the state of legislative and regulatory documents 

regarding the technical conditions and requirements for the quality of dairy products in Ukraine and other 

countries, and the existing laboratory methods for determining their quality and safety. The necessity of in-

troducing requirements for the types of analyzes in Ukraine into the existing regulatory documentation in the 

form of technical conditions is considered. It is proposed to introduce a new method of analysis to identify 

vegetable fat in falsified milk fat substitutes. It is proposed to focus on the composition of the sterol fraction, 

which highly depends on the nature of the fat: animal or vegetable origin when evaluating the test results of 
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dairy products. If the content of only milk fat in the sterol fraction should be only cholesterol. It is absent in 

vegetable fats, but other sterols are present: brassicasterin, campasterin, stigmasterol, β-sterol and others. 

Thus, the falsification assessment of the fat component of dairy products is established by comparing the 

obtained ratios of the mass fractions of methyl esters of fatty acids or their amounts with well-studied aver-

age indicators. 

For the practice of laboratories, it is more appropriate to determine the Reichert-Meissl number, which 

is one of the constants of the milk fat and characterizes the content of low molecular weight water-soluble 

volatile fatty acids in 5 g of fat. If for milk fat this number is from 20 to 37, then for vegetable fats the 

Reichert-Meissl number is from 0.3 to 2.5 for corn and respectively 6-9 for coconut, 4-7 for palm kernel, 0.1-

1.5 for palm fats. It is also possible to use another constant – iodine value. It characterizes the content of 

unsaturated acids in fat and makes it possible to distinguish milk fat from vegetable. In this case, use the 

ratio of iodine number and Reichert-Meissl number, which for milk fat is 2.5, and for vegetable fats from 

90.8 (palm) to 754.2 (sunflower). This technique can be effectively used to detect counterfeits of dairy prod-

ucts. 

Keywords: dairy products, falsification, authentication, naturalness, composition, safety, cyanotriamide, 

method of analysis, chromatography.  
 

DOI 10.32684/2412-5288-2021-2-19-6-15 
 

Молочні продукти мають чи не найбільший 

асортимент, відрізняючись по групах: 

- цільномолочна продукція, в тому числі і 

частково знежирена або з добавками (вітаміни, 

білок); 

- кисломолочна: кефір, сметана, ряжанка, йо-

гурти; 

- масла на основі жирів молока; 

- продукти переробки молока – сири, консе-

рви. 

В літрі молока вміщується добова норма жи-

ру, кальцію та фосфору, що необхідні організму 

зрілої людини, 53 % добового споживання білків, 

35 % вітамінів «А», «В» та інших. Молоко по 

своїй біологічній природі має збалансований 

вміст в ньому всіх необхідних для людського 

організму харчових речовин, що легко перетрав-

люються. Хімічний склад молока відмінний для 

різних тварин, його властивості залежать від 

складу їжі цих тварин, пори року, умов утриман-

ня, догляду, віку. Найбільш цінна складова час-

тина молока – це білки, кількість яких складає до 

3,3 % і які містять всі незамінні амінокислоти. 

Молочний жир складається із складної суміші 

ацилглицеридів, в яких насичених жирних кислот 

60-75 %, ненасичених – біля 30 %. Молочний 

жир вміщує також низькомолекулярні насичені 

жирні кислоти: масляну, капронову, каприлову і 

капрінову (4-10 %), які обумовлюють специфіч-

ний смак молочного жиру. Ненасичені жирні 

кислоти (лінолева, ліноленова і арахідонова) при 

вмісті 3-5 % надають молочному жиру легкопла-

вкість в 27-34 °С, що обумовлює добре засво-

єння. Основними вуглеводами молока є лактоза, 

моносахариди (глюкоза, галактоза та ін.). Міне-

ральних речовин в молоці вміщується до 1 %, в їх 

складі 50 елементів, основними з яких калій, на-

трій, кальцій, магній, фосфор, сірка, хлор. Серед 

мікроелементів найбільш важливими є залізо, 

мідь, кремній, селен, олово, хром, свинець, цинк, 

марганець, алюміній, кобальт. Мікроелементи 

забезпечують будову і активність життєво важ-

ливих ферментів, вітамінів і гормонів, які необ-

хідні для обміну речовин. Молоко вміщує фер-

менти, основні з яких редуктаза, пероксидаза, 

каталаза, фосфатаза, ліпаза та інші. В молоці 

присутні жиророзчинні вітаміни (А, D, Е, К) і 

водорозчинні (групи В і аскорбінова кислота). 

Незважаючи на властиві кожному продукту 

вимоги щодо якості і безпеки, є одна головна 

вимога – натуральність, відсутність сировинних 

складових, не властивих природньому продукту 

тваринного походження. На молочні продукти 

існують відповідні державні стандарти України, в 

яких зазначено органолептичні, фізико-хімічні та 

токсикологічні вимоги до цього продукту (ДСТУ 

2661:2010; ДСТУ 4274:2003; ДСТУ 4399:2005; 

ДСТУ 4418: 2005; ДСТУ 4421:2005). 

Постановка проблеми в загальному ви-

гляді. Ризики від споживання неякісної контра-

фактної харчової продукції найбільш суттєво 

впливають не тільки на здоров’я та безпеку лю-

дини, але й принижують конкурентоспромож-

ність продукції українських виробників на світо-

вому ринку. В законі України [1] зазначені осно-

вні принципи та вимоги при виробництві харчо-

вих продуктів. Нові економічні відносини, які 

склалися сьогодні між державою та виробниками, 

відкритість ринку для збільшення конкурентності 

виробництва, водночас збільшили і появу у тор-

говій мережі кількість фальсифікатів і контрафа-

ктних харчових продуктів. Великий попит і спо-

https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/dairy+products
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живання  населенням молочних продуктів є при-

вабливим для зловживання цим становищем не-

доброчесними підприємцями.  

Появі та розповсюдженню контрафактної та 

сфальсифікованої продукції сприяють прийняті 

на сьогодні методи дослідження тільки загальних 

властивостей молочних продуктів, що не дають 

уяви і фактичних даних про натуральність про-

дукту [2], а виявлення фальсифікатів можливе 

лише за результатами ідентифікації, фізико-

хімічних аналізів, підчас доволі складних. Про-

цесу фальсифікації сприяє фактична відсутність 

дієвого контролю уповноваженими органами 

виконавчої влади продукції, що реалізується. 

Відсутні опитування споживачів, виведення рей-

тингу якості молочних продуктів, аналіз скарг 

громадян на факти реалізації неякісної продукції. 

Споживач довіряє рекламі, інформації на упаков-

ці товару та власним смаковим уподобанням. 

Недостатньо і публічної інформації, виступів 

експертів щодо наявності фальсифікатів і спосо-

бів їх виявлення. У відношенні методів ідентифі-

кації і аналізів молочних продуктів на натураль-

ність існує достатня їх кількість, які мають різну 

ступінь складності й різне призначення [3]. Деякі 

з них достатньо прості і придатні для викорис-

тання споживачами на побутовому рівні, напри-

клад встановлення вмісту муки або крохмалю 

йодною реакцією, вмісту соди або крейди оцтом, 

натуральності масла вершкового по смаку та пла-

вкості. 

Складні методи потребують лабораторного 

обладнання і не можуть бути застосовані в умо-

вах реалізації на ринках ветеринарними лабора-

торіями, що дають посвідчення про якість моло-

чних продуктів. Повну ідентифікацію продуктів, 

що має на меті встановлення якості, проводять 

органи з оцінки відповідності та випробувальні 

лабораторії. 

Недосконалість існуючих методів визначен-

ня показників якості молочної продукції та іден-

тифікації їх натуральності у відповідності до ви-

мог у чинних нормативних документах щодо їх 

якості та безпеки спонукають до проведення но-

вих наукових досліджень в цьому напрямку. Із 

зростанням вартості сільськогосподарської сиро-

вини кількість випадків та різноманітність видів 

фальсифікації молочних продуктів на ринку буде 

теж збільшуватися. Тому вироблення практичних 

рекомендацій у боротьбі з контрафактною та 

небезпечною для здоров’я людей продукцією, 

вдосконалення методів лабораторного контролю і 

розробка відповідних дій для захисту прав спо-

живачів з боку державних контролюючих органів 

із внесенням нових засад до діючих стандартів 

виробництва молочних продуктів є актуальним 

завданням. 

Аналіз останніх досягнень і публікацій. За 

даними офіційної статистики [4] фальсифікована 

продукція у Європі складає 7 %, у Росії – 12 %, 

Україна ж посідає 10 місце у світі з випуску фа-

льсифікованої продукції. Фальсифікаторів не 

цікавлять інші мотиви, окрім фінансової вигоди, 

тому напрямок збуту фальсифікатів молочної 

продукції завжди буде приваблювати злодіїв 

надприбутками. Найбільш небезпечною для здо-

ров’я людини є фальсифікація молочної продук-

ції із заміною корисних для споживача властиво-

стей, наприклад, заміною натуральних компонен-

тів складу штучними дешевими замінниками або 

хімічними речовинами. Саме такі види фальсифі-

кації найбільш розповсюджені у виробництві 

молочних продуктів, які мають широкий асорти-

мент виробів та фізико-хімічних показників вста-

новлених стандартами норм. У порівнянні з 

м’ясними та рибними виробами молочні продук-

ти є дешевшими, водночас достатньо корисними, 

і тому більш доступними для споживача.  

Методи фальсифікації завжди зводяться до 

порушень технології виробництва за рахунок 

використання невідповідної сировини із доведен-

ням значень нормованих показників до зазначе-

них в стандартах. Виходячи з досвіду вивчення 

фальсифікації молочних продуктів [5], на прак-

тиці найчастіше зустрічаються такі способи фа-

льсифікації молочних продуктів [6]: 

- використання немолочних видів сировини, 

часткова або повна заміна жиру коров’ячого мо-

лока на рослинні жири; 

- фальсифікація натуральних молочних біл-

ків, часткова або повна заміна їх меламіном та 

соєвим білком; 

- застосування консервантів; 

- застосування харчових фарб (за винятком  

β-каротину); 

- застосування підсолоджувачів; 

- застосування загусників для придання кон-

систенції у вершках, сметані, згущеному молоці; 

- застосування нейтралізуючих речовин (со-

ди, крейди, аміаку, інших). 

Вважається, що найбільш небезпечними се-

ред компонентів фальсифікатів молока і молоч-

них продуктів є : 

- консерванти (саліцилова, борна, сорбінова, 

бензойна кислоти); 

- рослинні жири, які частково або повністю 

заміщують молочні жири в сметані, вершках, 

згущеному молоці, сирах і навіть в самому моло-

ці; 

- штучне підвищення вмісту білку добавками 

соєвих продуктів та меламіну.  
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Звичайно ж, що не всі сфальсифіковані про-

дукти тотожні щодо їх негативного впливу на 

здоров’я людини. Так, загущення мукою, крох-

малем, зниження кислотності содою ведуть до 

зниження харчової цінності та смаків, тобто від-

мінності від природніх споживчих властивостей 

молочної продукції. А от застосування консерва-

нтів, які не дозволені гігієнічними нормами, вже 

створює загрозу здоров’ю. Застосування аспар-

таму в якості підсолоджувача теж пряма загроза 

хворим на фенілкетонурію. І особливо небезпеч-

ним в молоці є меламін, який додають для ство-

рення враження (компенсації) вмісту білку.  

В Російській Федерації з 2008 року діє Феде-

ральний закон від 12.06.2008 № 88-ФЗ «Техниче-

ский регламент на молоко и молочную продук-

цию». Для встановлення фальсифікації молока і 

молочної продукції та її безпечності випробуван-

ня проводять по таких показниках [7, 8]: 

-  вмісту сухих речовин молока; 

- наявності і вмісту жирів немолочного по-

ходження та їх кількості; 

- вмісту білку і співвідношенню сивороточ-

них білків і казеїну, наявність вмісту меламіну. 

Важлива роль відводиться змісту споживчо-

го маркування, складу продукту, його харчовій 

цінності та складу сировини. Між виробниками 

молока великої рогатої худоби та виробниками 

молока на рослинній основі (напої з таких інгре-

дієнтів як мигдаль, соя та рис) назрівають супе-

речки про те, які продукти насправді можна на-

звати «молоком». Це спонукало Федеральне уп-

равління з лікарських засобів США переглянути 

на рівні законодавства визначення молока відпо-

відно до федеральних норм, щоб захистити здо-

ров'я населення та гарантувати, що споживачі 

купують те, що вони очікують, виходячи з етике-

тки продукту [9]. 

Згідно Технічного регламенту Республіки 

Казахстан «Требования к безопасности молока и 

молочной продукции» ідентифікація молока і 

молочної продукції проводиться для оцінки спо-

живчої інформації, встановлення її відповідності 

або ж наявності фальсифікатів по наступних по-

казниках: вміст сухих речовин, наявність вмісту 

жирів немолочного походження, жирнокислот-

ному складу жирової фази молока і молочної 

продукції [10]. 

Застосування рослинних жирів [11], в основ-

ному пальмового [12], кокосового і пальмоядро-

вого – один із найбільш розповсюджених видів 

фальсифікації молочних продуктів [13]. Ці жири 

одержують з м’якоті або ядер плодів тропічних 

масляних культур пресуванням або екстракцією 

жирів органічними розчинниками. Тропічні жири 

не притаманні для споживання жителями Украї-

ни, тому і виникають проблеми токсиколого-

гігієнічного характеру при введені їх в наш раці-

он. Особливий негативний вплив ці жири мають 

на людей з хворобами шлунково-кишкового тра-

кту та серцево-судинної системи. Необхідне гли-

боке вивчення впливу на організм людини транс-

ізомерів жирних кислот тропічних жирів та за-

лишкових кількостей екстрагентів. Тропічні жи-

ри піддають гідрогенізації воднем для збільшен-

ня термінів зберігання, при цьому жирні кислоти 

переходять в форму транс-ізомерів. А такі транс-

ізомери порушують ліпідний обмін організму 

людини, вражають судини, викликають артеро-

склероз, серцево-судинні захворювання, діабет, 

онкологію, хворобу Альцгеймейра, особливо при 

споживанні з раннього віку. Пальмовий жир зай-

має другу позицію (31 %) серед інших у їх світо-

вому виробництві, соняшникова олія – четверте 

місце (9,14 %).  

В розвинутих країнах світу прийнято декла-

рувати вміст транс-ізомерів в харчових продук-

тах. Враховуючи, що ринок України заповнений 

гідрогенізованими рослинними жирами, в яких 

вміст транс-ізомерів досягає 49 %, необхідно 

проводити контроль вмісту транс-ізомерів в мас-

ложирових продуктах на стадії державної експе-

ртизи і атестації виробництв, а також проводити 

періодичний контроль їхньої продукції і об’ємів 

використання тропічних жирів. Так, за даними 

проведених досліджень експертами ДП «Укр-

метртестстандарт» із перевірених зразків масла 

вершкового тільки у 20 % продукту не було вміс-

ту рослинних жирів, наявність таких було вияв-

лено в 40 % продукції вітчизняних виробників 

молока згущеного та сметани. Виявлені не тільки 

рослинні жири в таких продуктах, але й консер-

ванти у виді сорбінової та бензойної кислот [14]. 

У даний час вміст транс-ізомерів жирних кислот 

нормується і передбачається їх контроль в тва-

ринно-рослинних жирах (спредах) згідно ДСТУ 

ISO 5508-2001. Закон України «Про молоко і 

молочні продукти» встановлює розмежування 

між молочними продуктами і продуктами, що 

вміщують замінники молочних складових, про 

що і повинно повідомлятися в споживчому мар-

куванні [15]. 

Вкрай актуальним щодо оцінки безпеки про-

дуктів є виявлення імітації вмісту білку в молоці і 

молочних продуктах із застосуванням меламіну. 

Увага до меламіну виникла в 2007-2008 роках, 

після масового захворювання тварин внаслідок 

поїдання штучних кормів. Надалі стало відомо 

про забруднення меламіном в кількості до 2560 

мг/кг різних видів харчових продуктів (молоко, 

сухе молоко, дитячі молочні суміші, йогурти, 

цукерки, шоколад, напої) в Китаї і в ряді країн 
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Південно-Східньої Азії. Середня смертельна доза 

меламіну в дослідах з пацюками складала 3161 

мг/кг маси тіла (LD50) [16]. 

Характерна дія меламіну на організм людини 

виражена перш за все в ураженні сечовидільної 

системи: випадіння кристалів в сечі з наступним 

утворенням камінців в нирках і розвитком нирко-

вої недостатності. За останні роки на перше місце 

вийшли факти фальсифікації продуктів меламі-

ном деякими фірмами в Китаї, причому меламін 

був добавлений в продукти харчування навмис-

но. Посуд з меламіну з часом втрачає захисний 

шар полімеру і меламін переходить в їжу, тому 

посуд з меламіну заборонений на території Росії 

[17]. Заборона Роспотребнагляду [18] відноситься 

і до імпорту молока, молочних продуктів і про-

дуктів, що містять молоко з Китаю. 

Більшість вчених [19], медиків [20] та дослі-

дників [21] схиляються до визнання негативних 

наслідків на людський організм від вживання 

рослинних жирів, які використовуються у вигляді 

добавок на заміну натурального жиру в молоці. 

Визначення масової частки жиру в молочних 

продуктах входить в задачі технохімічного конт-

ролю якості. В Україні прийнято бутирометрич-

ний метод визначення загального вмісту молоч-

них жирів. В останні роки в багатьох країнах 

активно проводяться науково-дослідні роботи, 

які направлені на пошук нових експресних мето-

дів визначення жирів [22]. При цьому використо-

вують деякі властивості жирів: 

-  здатність змінювати швидкість розповсю-

дження ультразвукових хвиль в середовищі; 

- здатність кульок жиру поглинати окремі 

спектри інфрачервоного випромінювання; 

- здатність жирних кислот до люмінесценції 

під дією ультрафіолету або флуоресціювати під 

дією лазерного випромінювання; 

- здатність жиру змінювати теплопровідність 

молока; 

- здатність атомів водню в молекулах триглі-

церидів резонувати під дією магнітних імпульсів 

та інші. Ряд методів були втілені в роботу прила-

дів – аналізаторів. 

Найбільш прийнятним і започаткованим у 

всіх дослідженнях та у практиці випробувальних 

лабораторій методом визначення справжності та 

відповідності є вивчення жирно-кислотного 

складу продуктів. Звичайно, що цей метод є пре-

рогативою оснащених лабораторій і випробува-

льних центрів. Таким, що викликає найбільшу 

увагу вчених і практиків лабораторій, є газохро-

матографічне визначення жирнокислотного скла-

ду молочних продуктів і виявлення фальсифіка-

тів [23-25].  

Недоліком газохроматографічного методу 

вважають його складність, особливість процесів 

підготовки проб, вплив індивідуальних характе-

ристик приладів. Є дискусійним і граничне зна-

чення вмісту тих чи інших кислот, для чого пот-

рібні більш прості і надійні для оператора лабо-

раторії алгоритми інтерпретації аналітичних ре-

зультатів. Хроматографічний метод, який зазна-

чено у ГОСТ Р 54471-99 «Жир молочный. Метод 

обнаружения растительных жиров газожидкост-

ной хроматографией стеринов», що гармонізова-

ний з міжнародним стандартом ISO 3594, 

прийнятий в «Техническом регламенте на молоко 

и молочную продукцию» в Російській Федерації 

як основний арбітражний методу контролю. 

Контроль, що здійснюється органами серти-

фікації продукції, має явно недостатню кількість 

критеріїв і сучасних засобів виконання. Це має 

відношення і до роботи лабораторій органів кон-

тролю. Діючі державні стандарти України щодо 

якості і безпеки молочних продуктів містять 

тільки узагальнені показники і перелік методів 

аналізів, які не дають можливості виявити дена-

туризовані, сурогатні, сфальсифіковані і контра-

фактні молочні продукти, розширити область 

визначення ще не введених в перелік 

обов’язкового визначення речовин – токсикантів. 

Існуючі методи «відбитків пальців», що характе-

рні для кожного молочного продукту і є доступ-

ними для проведення аналізів та наступної іден-

тифікації, не введені в зміст та в практику дії 

стандартів, які потребують доповнення такими 

сучасними методами. Численні наукові дослі-

дження, запропоновані хроматографічні методи 

аналізу та новітні вітчизняні прилади та їх зару-

біжні аналоги не доведені до практичного вті-

лення в роботу підприємств для контролю їх 

продукції, що є вимогою часу та міжнародних 

норм щодо якості і безпеки молочної продукції. 

Зрозуміло, наскільки актуальним є питання орга-

нізації і проведення випробувань щодо найбільш 

важливих та шкідливих для здоров’я людини 

показників складу, натуральності і безпеки моло-

чних продуктів. 

Мета статті: на підставі аналізу різновидів 

та способів фальсифікації молочних продуктів, 

спираючись на існуючі положення законодавчих 

актів, нормативних документів виробників та 

чинних державних стандартів щодо якості та 

методів контролю цієї продукції, надати практи-

чні рекомендації щодо вдосконалення методів 

виявлення фальсифікатів, встановлення відповід-

ності та натуральності у випадках фальсифікації  

із застосування рослинних жирів як замінників 

натуральних молочних. 

Основна частина. Основними методами ви-

значення фальсифікатів в Україні є: інформацій-
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ний, органолептичний, фізико-хімічний, хіміко-

токсикологічний, радіологічний та мікробіологі-

чний. Існує і ряд спеціальних досліджень щодо 

вмісту контамінантів та ксенобіотиків біологіч-

ного походження. 

В роботі [11] вказано, що саме жирно-

кислотний склад молочного жиру молока і про-

дуктів з нього є «відбитком пальців», що буде 

свідчити про справжність або ж фальсифікацію 

продуктів. Відмінними особливостями складу 

жирних кислот натурального молочного жиру є: 

- наявність масляної кислоти; 

- наявність мінорних компонентів (пентаде-

канової, пальмітинової, маргаринової кислот);  

- можлива присутність транс-ізомерів нена-

сичених жирних кислот (в основному транс-

ізомерів олеїнової кислоти) – не більше 3-5 %. 

При оцінці результатів випробувань слід зо-

середитися на складі стеринової фракції, яка без-

посередньо залежить від природи жиру: тварин-

ного або рослинного походження. При вмісті 

виключно молочного жиру в стериновій фракції 

повинен бути тільки холестерин. В рослинних 

жирах він відсутній, але присутні інші стерини: 

брасикастерин, кампастерин, стигмастерин,        

β-стерин та інші. 

Таким чином, оцінка фальсифікації жирової 

фази молочних продуктів встановлюється за ре-

зультатами порівняння одержаних співвідношень 

масових часток метильних естерів жирних кислот 

або їх сум з показниками, що є середньостатис-

тичними і добре вивченими. Фальсифікацію жи-

рової фази масла з коров’ячого молока жирами 

немолочного походження встановлюють по ре-

зультатам порівняння одержаних співвідношень 

масових частках метилових етерів жирних кислот 

із співвідношеннями, які надані в таблиці 1. 

Для практики роботи лабораторій більш 

придатним є визначення числа Рейхарта-Мейсля, 

яке є однією з констант молочного жиру і харак-

теризує вміст в 5 г жиру низькомолекулярних 

водорозчинних летючих жирних кислот [22]. 

Якщо для молочного жиру це число складає від 

20 до 37, то для рослинних жирів число Рейхарта-

Мейсля складає, наприклад: для кукурудзяного 

від 0,3 до 2,5, для кокосового жиру – у межах 6-9, 

для пальмоядрового жиру – 4-7 і для пальмового 

жиру – 0,1-1,5 відповідно (таблиця 2). Таким чи-

ном, число Рейхарта-Мейсля може бути застосо-

вано як визначальний показник при виявленні 

фальсифікації молочних продуктів [22].  

Також можливо застосувати ще одну конс-

танту – йодне число. Воно характеризує вміст 

ненасичених жирних кислот в жиру і дає можли-

вість відрізняти молочний жир від рослинного. 

Йодне число обчислюється в грамах йоду, приєд-

наних по місту розриву  подвійних зв’язків в мо-

лекулах жирних кислот  у 100 г жиру (табл. 3). 

 

Таблиця 1 – Співвідношення долі метильних 

етерів жирних кислот [22] 

Співвідношення  

метилових етерів   

жирних кислот  

молочного жиру 

Діапазон співвідно-

шення масових час-

ток метилових етерів 

жирних кислот у  

молочному жирі 

Пальмитинової (С16:0) к 

лауринової (С12:0) 

від 5,8 до 14,5 

Стеаринової (С18:0) к лау-

ринової (С12:0) 

від 1,9 до 5,9 

Оленовой (С18:1) к мирис-

тинової (С14:0) 

від 1,6 до 3,6 

Линолевої (С18:2) к мири-

стинової (С14:0) 

від 0,1 до 0,5 

Суми олеїнової  і линоле-

вої до суми лауринової, 

миристинової. пальміти-

нової і стеаринової 

від 0,4 до 0,7 

 

Таблиця 2 – Числа Рейхарта-Мейсля для жи-

рів різних рослинних олій [22] 

Жир Число Рейхарта-Мейсля,  

мг КОН  

Молочний: от 20 до 37 

Рослинна олія: 
 

соняшникова до 0,6 

ріпакова до 0,8 

кукурудзяна от 0,3 до 2,5 

соєва от 0,5 до 0,8 

кокосова от 6,0 до 9,0 

пальмове от 0,1 до 1,5 

пальмоядрова от 4,0 до 7,0 

арахісова от 0,3 до 1,8 

оливкова от 0,2 до 1,0 

бавовняна от 0,2 до 1,0 

 

Таблиця 3 – Значення величин йодних чисел 

жирів різних олій [22] 

Жир Йодне число, 

г йоду/100 г жиру 

Молочний від 25 до 46 

Рослинна  олія: 
 

соняшникова від 125 до 136 

соєва від 120 до 140 

ріпакова від 84 до 103 

кокосова від 7 до 12 

пальмова від 46 до 58 

пальмоядрова від 15 до 20 

кукурудзяна від 111 до 133 
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Ефективність використання йодного числа з 

метою ідентифікації молочного жиру може бути 

завищена. Для уникнення помилки  застосовують 

співвідношення йодного числа і числа Рейхарта-

Мейсля, яке для молочного жиру становить 2,5, а 

для рослинних жирів від 32 для пальмоядрової 

олії до 754,2 для соняшникового (таблиця 4). 

 

Таблиця 4 – Співвідношення значень йодно-

го числа до числа Рейхарта-Мейсля для жирів 

різних рослинних олій [22] 

Жир Співвідношення йодно-

го числа до числа  

Рейхарта-Мейсля,  

кількість молей йоду /  

кількість молей низько-

молекулярних жирних кислот 

Молочний 2,5 

Рослинна олія: 
 

соняшникова 754,2 

соєва 356,7  

кукурудзяна 88,1 

ріпакова 509,6 

пальмова 90,8 

кокосова 103 

пальмоядрова 32 

  

В такому разі розглядаються дві ознаки від-

мінності рослинних жирів від молочного жиру – 

кількість ненасичених сполук, яких в рослинних 

жирах більше, ніж в молочному жирі, і вміст 

водорозчинних летючих жирних кислот, який в 

рослинних жирах менший, ніж в молочному жи-

рі. Завдяки цьому показники за своїми значення-

ми значно віддаляються від контрольних зна-

чень, одержаних для молочного жиру [23]. 

В Україні існує методика, яка застосується  

для визначення масової долі немолочних жирів в 

комбінованій жировій (тваринно-рослинній фазі, 

спредах) [27]. В той же час, методика оцінки їх і 

співвідношення по числу Рейхарта-Мейсля і ве-

личині йодного числа не є складною для більшо-

сті лабораторій в Україні і може бути ефективно 

використана для визначення фальсифікатів моло-

чної продукції. На жаль, методика визначення 

числа Рейхарта-Мейсля і йодного числа, та оцін-

ка їх співвідношення, як дієвий і відносно не-

складний вид аналізу для встановлення натура-

льності жирової фази молочних продуктів, не 

прописана в існуючих нормативних документах в 

Україні. Тому більшість наших лабораторій, на 

відміну від дослідників більшості країн світу,  не 

використовують таку методику щодо визначення 

натуральності жирів у молочних продуктах і ви-

значення фальсифікатів.  

В окремих складних і спірних випадках, як 

арбітражний, може бути використаний газохро-

матографічний метод визначення стеринової 

фракції [24-26]. Результати визначення стеринів в 

жировій фазі молочних продуктів газохроматог-

рафічним методом є незаперечними при рішенні 

експертами спірних питань. Його складність ви-

значається тільки наявністю кваліфікованого 

персоналу та відповідного газохроматографічно-

го обладнання, якого в Україні на жаль поки не 

має.  

Висновки. Аналіз положень основних зако-

нодавчих і нормативних актів України щодо яко-

сті молочних продуктів не дозволяє зробити ви-

сновки про однозначність вимог до способу їх 

виробництва, ідентифікації і контролю якості та 

натуральності, наявності нормативних положень 

щодо виявлення фальсифікатів даного виду хар-

чових продуктів стандартизованими методами 

контролю.  

Виконання попереджувальних дій із застосу-

ванням законодавчої та нормативної бази, веден-

ня моніторингу та статистики виявлення фальси-

фікатів на ринку молочних продуктів, 

об’єктивного і неупередженого контролю з боку 

виробника і держави, усунення можливостей 

застосування засобів фальсифікації і невідповід-

ної сировини, активне введення системи аналізу 

ризиків та контролю по ISO 22000 (НАССР) і 

ДСТУ 4161-2003 «Системи управління безпечні-

стю харчових продуктів», наявність в доступу до 

інформації в ланцюгу: виробник ↔ реалізатор ↔ 

споживач повинні виключити появу фальсифіка-

тів у молочних продуктах.  
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Прилади та методи вимірювання фізичних вели-
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Державний університет інтелектуальних технологій і зв’язку, м. Одеса 

 

МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ ПАРАМЕТРІВ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 

ПЛИТ КРАНОВИХ ВАГ 

 

У статті показано, що удосконалення технологічних процесів металургійного виробництва, яке 

направлене на підвищення якості металоконструкції, збільшення виходу придатного продукту, ста-

білізацію його параметрів, неможливе без виваженої системи обліку сировинних матеріалів, напів-

фабрикатів та інших вантажів на всіх ділянках металургійного підприємства. 

Аналіз конструктивних особливостей механізмів підйому вантажопідйомних кранів став осно-

вою для розробки пропозицій щодо вбудовування вантажоприймального вузла (ВВ) кранових ваг для 

автоматичного визначення маси рідкого чавуну на заливно-ковшовій ділянці цеху виливниць.  

Метою роботи є розробка нової методики розрахунку плит ВВ кранових ваг, завдяки якій стане 

можливим визначити параметри напружено-деформованого стану плити під впливом основних ви-

дів механічних навантажень, що впливають на конструкцію зважувального пристрою у експлуата-

ції, що призведе до зменшення похибки вимірювання маси і тим самим дозволить оптимізувати ви-

трати споріднених матеріалів у технології ливарства та підвищити якість кінцевого продукту. 

Розрахунок параметрів плит і подальші експериментальні дослідження дозволили надати реко-

мендації щодо оптимізації місць розміщення та кількості датчиків сили на опорній плиті.  

Ключові слова: кранові ваги, вантажоприймальний вузол, маса, опорні плити, параметри, дат-

чики, інформаційно-вимірювальна система. 

 

Л. В. Коломиец, д.т.н., А. Г. Цымбалюк, Д. А. Цымбалюк 

 

МЕТОДИКА РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ ПЛИТ КРАНОВЫХ ВЕСОВ 

 

В статье показано, что усовершенствование технологических процессов металлургического 

производства, направленное на повышение качества металлоконструкции, увеличение выхода подхо-

дящего продукта, стабилизацию его параметров, невозможно без взвешенной системы учета сырь-

евых материалов, полуфабрикатов и других грузов на всех участках металлургического предприя-

тия. 

Анализ конструктивных особенностей механизмов подъема грузоподъемных кранов стал осно-

вой для разработки предложений по встраиванию грузоприемного узла (ГУ) крановых весов для ав-

томатического определения массы жидкого чугуна на заливно-ковшовой области цеха изложниц. 

Целью работы является разработка новой методики расчета плит ГУ крановых весов, благо-

даря которой станет возможным определить параметры напряженно-деформированного состоя-

ния плиты ГУ под влиянием основных видов механических нагрузок, влияющих на конструкцию взве-

шивающего устройства в эксплуатации, что приведет к уменьшению погрешности измерения массы 

и тем самым самим позволит оптимизировать расходы родственных материалов в технологии ли-

тейного производства и повысить качество конечного продукта. 

Расчет параметров плит и последующие экспериментальные исследования позволили дать ре-

комендации по оптимизации мест размещения и количеству датчиков силы на опорной плите. 

Ключевые слова: крановые весы, грузоприемный узел, масса, опорные плиты, параметры, дат-

чики, информационно-измерительная система. 
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L. V. Kolomiets, DSc, А. G. Tsymbalyuk, D. A. Tsymbalyuk 

 

METHOD OF CALCULATING THE PARAMETERS OF THE STRESSED AND DEFORMED 

STATE OF CRANE SCALE PLATES 

 

The article shows that the improvement of technological processes of metallurgical production, which 

aims to improve the quality of metal structures, increase the yield of suitable product, stabilize its parame-

ters, is not possible without a balanced accounting system of raw materials, semi-finished products and other 

cargo in all areas.  

In the conditions of fast-moving processes of mass continuous production with an extensive network of 

cargo flows, electronic-tensometric weighing complexes are becoming more and more common, which make 

it possible to fully automate the process of technological weighing, ensuring documented registration of its 

results, increasing the objectivity of weight information. 

The analysis of design features of lifting mechanisms of cranes became the basis for the development of 

proposals for the installation of the load-receiving unit of crane scales for automatic determination of the 

mass of liquid cast iron in the pouring-bucket section of the foundry shop. Based on the developed methodol-

ogy and calculations of the parameters of the pressure base plates of the load-receiving unit, recommenda-

tions for optimizing the design of the plates, locations and number of sensors are issued. 

The data obtained as a result of the calculations and experimental studies confirm the validity of the hy-

pothesis, which was the basis of the method of calculating the slab of the load-receiving unit, which was that 

the calculation of slabs in the form of a beam on two hinged supports in the same plane does not reproduce 

the real process of slab bending in the space that passes as a result of the loading of the load-receiving unit 

in the built-in crane scales. 

The aim of the work is to develop a new method for calculating the load bearing plates of crane scales, 

thanks to which it will be possible to determine the parameters of the stress-strain state of the load bearing 

plate under the influence of the main types of mechanical loads that affect the design of the weighing device 

in operation, which will lead to a decrease in the mass measurement error and thereby will optimize the cost 

of related materials in foundry technology and improve the quality of the final product. 

Keywords: crane scales, load-receiving unit, weight, base plates, parameters, sensors, information-

measuring system.  
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Вступ 

Питання ефективного розвитку металургій-

ної промисловості є актуальним для національної 

економіки. Металургійна промисловість України 

– невід’ємна частина світової галузі, і її розвиток 

відбувається у контексті глобальних тенденцій. 

Металургія, з одного боку, залишається одним з 

основних видів промислової діяльності, яка за-

безпечує до 16 % загального обсягу реалізованої 

промислової продукції, 20 % товарного експорту 

та більше 10 млрд доларів США експортної ви-

ручки, понад 200 тисяч робочих місць і приблиз-

но 10 % у загальній середньообліковій кількості 

штатних працівників у промисловості, що робить 

її стратегічно важливою для майбутнього розви-

тку вітчизняної економіки. З іншого боку, галузь 

відрізняється низьким рівнем екологічності ви-

робництва – близько 30% викидів шкідливих 

речовин в атмосферу загалом по вітчизняній 

економіці припадає на металургію, характеризу-

ється отриманням від’ємної чи зовсім невисокої 

рентабельності операційної діяльності металур-

гійних підприємств, низькими темпами зростан-

ня прямих іноземних інвестицій та слабкою 

інноваційною активністю. Це підштовхує мета-

лургійну промисловість до рішучих змін і гостро 

ставить перед нею завдання підвищення ефекти-

вності виробництва [1].  

Удосконалення технологічних процесів ме-

талургійного виробництва, яке направлене на 

підвищення якості металоконструкції, збільшен-

ня виходу придатного продукту, стабілізацію 

його параметрів, неможливе без дуже виваженої 

системи обліку сировинних матеріалів, напівфа-

брикатів та інших видів вантажів на всіх ділян-

ках металургійного підприємства. Належний 

облік матеріалів сприяє їх економному витра-

ченню, поліпшує техніко-економічні показники 

підприємства та створює передумови для мало-

відходних технологічних процесів. Найбільшою 

мірою цим завданням відповідає технологічний 

облік за масою металоконструкцій і вихідних 

матеріалів, що здійснюється за допомогою ваго-

вих пристроїв різного призначення.  

В умовах швидкоплинних процесів масового 

безперервного виробництва з розгалуженою ме-
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режею вантажопотоків все більшого поширення 

набувають електронно-тензометричні вагові 

комплекси, які дають можливість повністю авто-

матизувати процес технологічного зважування, 

забезпечуючи документовану реєстрацію його 

результатів, підвищують об’єктивність вагової 

інформації. 

До складу вагових систем входять первинні 

перетворювачі – тензорезисторні датчики сили 

(ТДС), вантажоприймальні вузли (ВВ), які забез-

печують точну передачу зусиль від об’єкта зва-

жування до первинного перетворювача, і вто-

ринні цифрові вимірювальні прилади, які вико-

нані на сучасній мікроелектронній базі та здійс-

нюють обробку і реєстрацію сигналу ТДС  з по-

дальшою передачею вагової інформації на циф-

ровий друк, інформаційне табло або комп’ютер. 

В представленій роботі досліджуються ВВ, 

як елементи вагових пристроїв, що базуються на 

типових рішеннях з формування силовимірних 

цілей стосовно умов експлуатації з урахуванням 

особливостей технологічного обладнання. 

Об’єкт дослідження – вантажоприймальні 

вузли кранових вагових пристроїв для визначен-

ня маси рідкого чавуну в умовах діючого мета-

лургійного виробництва. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій  

Широке застосування знайшли навісні кра-

нові ваги, які навішуються на гак крану. 

Сучасне китайське виробниче підприємство  

Kinocranes випускає вантажопідйомні крани єв-

ропейського та китайського стандарту, а також 

кранові ваги для них. Металургійні електронні 

кранові ваги складаються з датчика зважування, 

корпусу ваги та дисплея зважування [2].  

Відомі конструкції кранових ваг, які розроб-

лені вітчизняними підприємцями. Ваги елект-

ронні кранові компанії «Дніпровага» ВКД-А 

використовуються на складах, виробництвах, в 

металургійних і гірничо-збагачувальних галузях. 

Вони мають надійний металевий корпус, захи-

щений по стандарту IP-54 та керуються за допо-

могою інфрачервоного пульта [3]. Широке засто-

сування також знайшли кранові ваги типу ВК 

ЗЕВС, які розроблені ТОВ «ЛОАД-ТЕХ» та пра-

цюють в дозволеному діапазоні радіочастот. В 

комплект поставки також входить безкоштовне 

програмне забезпечення Easy scale, яке дозволяє 

вести облік і обробку результатів зважувань. 

Ваги ВК ЗЕВС внесені до державного реєстру 

засобів вимірювальної техніки України під         

№ У3493-14 [4]. 

Одним із основних недоліків описаної уста-

новки кранових ваг на гак є складність підведен-

ня електроенергії для живлення датчиків.  

В якості одного із основних варіантів вико-

нання механічної частини технологічних ваг для 

металургійних кранів прийняте вбудування ВВ 

під основу верхніх нерухомих блоків поліспаст-

ної системи механізму підйому крана [5, 6]. На 

підставі подібного вбудування можуть формува-

тися ВВ, які включають силопередавальні лан-

цюги із вмонтованими ТДС, як для кранів з од-

ним механізмом підйому, так і для кранів, що 

використовують два механізми підйому при ви-

конані технологічних операцій, наприклад, кан-

тування ківша при заливці рідкого чавуну в пла-

вильні агрегати або при його розливі у форми 

або виливниці. 

Якісна оцінка метрологічних характеристик 

силовимірювальної системи може бути виконана 

на базі експериментальних досліджень шляхом 

моделювання процесу на макеті, конструкція яко-

го дозволила би максимально врахувати вплив 

різних факторів, супутніх зважуванню в реальних 

умовах експлуатації, на процес зважування.  

Макет силовимірювального пристрою, який 

призначений для експериментальних досліджень 

точнісних характеристик процесу зважування, 

реалізуємого за допомогою ВВ кранових ваг, 

вбудованих під верхні блоки поліспаста механізму 

підйому крана, представлений в роботі [6]. Ос-

новними силопередавальними елементами маке-

ту є натискна (верхня) та опорна (нижня) плити з 

розташуванням між ними ТДС. 

При розробці типових технічних пропозицій 

по формуванню подібних ВВ методика вибору 

геометричних параметрів плит припускала їх 

спрощений розрахунок, як балки на двох шарні-

рних опорах. При цьому з урахуванням допу-

щень в роботі [7] визначались прогини і кути 

повороту плити.  

Результати експериментальних досліджень, 

отримані автором, показали, що дані прогинів і 

кутів поворотів плит суттєво відрізняються від 

розрахункових, де за основу була вибрана балка 

на двох шарнірних опорах[7, 8]. Що характерно, 

найбільші деформації плит спостерігались при 

навантаженнях значно менших розрахункових 

номінальних значень. У зв’язку з цим, виникла 

реальна потреба створення більш точної матема-

тичної моделі силопередавальної системи та ме-

тодики розрахунку верхніх натискних плит ВВ 

кранових ваг, враховуючих граничні умови на 

контурі плит, навантаження плит зосередженими 

силами та іншими уточнюючими факторами.  

Аналіз конструкцій заливальних кранів 

цеху виливниць та технічних рішень ВВ  

Побудова розрахункової моделі реалізується 

на базі конкретних технічних рішень по форму-
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ванню структури ВВ кранових ваг. При цьому 

слід врахувати специфічні конструктивні особ-

ливості механізмів підйому діючих кранів, в яких 

припускається вбудування ваг. Водночас, незва-

жаючи на відмінність в діючих конструкціях опо-

рно-навантажувальних елементів, повинен бути 

створений єдиний підхід до оцінки їх механічних 

і жорсткістних характеристик. У зв’язку з цим, 

досліджено типову групу мостових кранів залив-

но-ковшової ділянки цеху виливниць, які підля-

гають оснащенню ваговими системами.  

Мостовий кран, вантажопідйомністю 125/30 

тон (№ 1), має роздільні механізми головного та 

допоміжного підйомів. Верхні блоки поліспастної 

системи механізму головного підйому змонтовані 

на плиті, яка приварена до настилу вантажного 

візка крану. В механізмі допоміжного підйому 

блоки поліспастної системи знаходяться нижче 

основи вантажного візка. Основа блоків у вигля-

ді плити приварена знизу до рами візка крану.      

Мостовий кран, вантажопідйомністю 125/32 

тони (№ 2), теж має роздільні механізми головно-

го і допоміжного підйомів. Вузол верхніх блоків 

поліспастної системи механізму головного підйо-

му аналогічний вищеописаному. Різниця лиш в 

способі кріплення опорної плити до рами візка. 

Плита змонтована на 6 болтах. В механізмі до-

поміжного підйому вісі блоків поліспаста коаксі-

альні трансмісійному валу привода. Зрівняльний 

блок змонтований окремим вузлом, його вісь 

спочиває в підшипниках, корпуси яких прикріп-

лені зверху до настилу візка. Вісь обертання бло-

ку запресована в щоки та жорстко зв’язана з віс-

сю кочення вузла. Блок розміщений нижче рівня 

візка. 

ВВ ваг вбудований в металоконструкцію 

крана, містить ТДС і повинен бути максимально 

простим в конструктивному виконані, технологі-

чним і не викликати суттєвих переробок основ-

них функціональних вузлів механізму підйому 

крана. 

Застосування ТДС вимагає додаткових ви-

мог до системи силопередачі зусиль через конст-

рукцію ВВ, пов’язаних з необхідністю розванта-

ження ТДС від поперечних зусиль в горизонта-

льній площині, щоб не викликало збільшення 

похибки вимірювання маси вантажу (ківша з 

металом). Для реалізації цих вимог необхідно 

або застосувати розвантажувально-цетрувальні 

пристрої типу шарикових напрямних і мембран-

них пристроїв, або використання спеціальних 

ТДС з жорстким двостороннім кріпленням до 

натискної і опорної плит ВВ кранових ваг. 

Конструкція ВВ ваг повинна забезпечувати 

рівномірний розподіл зовнішнього навантаження 

між датчиками, вільний доступ до них з метою 

контролю їх технічного стану, зручність скла-

дання, розбирання і технічного обслуговування, 

належну міцність і жорсткість елементів, захист 

датчиків від перевантаження і загальну експлуа-

таційну надійність конструкції не нижче рівня, 

обумовленого Правилами охорони праці під час 

експлуатації вантажопідіймальних кранів, підій-

мальних пристроїв і відповідного обладнання [9]. 

Вантажоприймальні вузли кранових ваг можуть 

бути вбудовані в один, головний чи обидва ме-

ханізми підйому крана. При вбудуванні ВВ тіль-

ки в механізм головного підйому при маніпулю-

ванні з розливочним краном в процесі кантуван-

ня ківша, тобто при одночасній роботі обох ме-

ханізмів перерозподіл навантажень між механіз-

мами можливо врахувати за допомогою коригу-

вальної функції, отриманої у вигляді аналітичної 

залежності. Пристрої для реалізації цієї функції 

повинні бути передбачені в цьому випадку у 

вимірювальних ланцюгах вторинної апаратури. 

У випадку коли є необхідність зважування 

вантажів, які транспортуються виключно одним 

механізмом допоміжного підйому, ВВ повинні 

вбудовуватись в обидва механізми підйому. В 

цьому випадку не потрібні додаткові каскади в 

пристрої обробки сигналів від ТДС для обліку 

перерозподілу навантажень при сумісній роботі 

двох механізмів. Інформація про масу вантажу 

отримується простим підсумовуванням вхідних 

сигналів, які поступають в пристрій обробки 

вагової інформації по двом роздільним каналам. 

Вбудовування ВВ кранових ваг передбачується у 

візки кранів. Аналіз результатів обстеження кра-

нів, які підлягають обладнанню ваговими систе-

мами, дозволяє зробити висновок, що ВВ в меха-

нізмах головних підйомів обох типів кранів мо-

жуть бути однотипними, якщо вмонтування здій-

снити під основу вузлів нерухомих верхніх бло-

ків поліспастної системи [7]. 

Установку ВВ у допоміжний механізм під-

йому крана № 1 доцільно виконати під вузол 

блоків поліспасту, а в крані № 2 – вмонтувати 

під опорні шийки вісі котіння зрівнювального 

блоку. У обох вузлах доцільно застосування од-

нотипних ТДС з гвинтовою намоткою тензорези-

сторів. ВВ доцільно конструювати, використо-

вуючи відомі і провірені практикою експлуатації 

статично визначені схеми [6], у зв’язку з чим ВВ 

механізмів головного підйому обох кранів пот-

ребують вмонтування трьох датчиків в кожний 

вузол.  

ВВ у механізмах допоміжного підйому, роз-

міщають по одному під кожну із двох опор віссі 

кочіння вузла зрівняльного блоку для крана № 1 

та вмонтованих у вузол верхніх блоків для крана 

№ 2. 
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Значний досвід експлуатації і теоретико-

експериментальні дослідження кранових ваг 

підтвердили правомочність прийнятих основних 

передумов до розрахунку та проектуванню і до-

зволили вказати шляхи удосконалення діючих 

методик розрахунку та конструювання ВВ і їх 

елементів. 

Методики розрахунку опорної та натискної 

плит ВВ побудовані, виходячи із спрощених пе-

редумов їх циліндричного прогину, а тому пот-

ребують деяких уточнень.  

Дослідження показують, що достатня для 

цілей технологічного визначення маси вантажу 

точність досягається без застосування пристроїв 

центрування, ускладнюючих конструкцію ВВ 

[10]. Тому в такому випадку рекомендовано за-

стосування жоркістних  ТДС. 

Погодження поперекових розмірів плит по 

критеріям міцності і жорсткості доцільно вико-

нувати за рахунок їх оребрення. 

Більшість із діючих методів розрахунку пла-

стин прямокутної форми є приблизними, однак 

достатніми для інженерних розрахунків. До чис-

ла найбільш відомих слід віднести методи, які 

зазначені у роботі [11]. Ці методи у застосуванні 

до бігармонічної проблеми мають до деякої сту-

пені подібність. Згідно обом методам рішення 

вибирається у вигляді функції, яка точно задово-

льняє граничним умовам, а потім знаходиться 

значення, вхідних до неї постійних. Отримане 

таким чином рішення лише приблизно задоволь-

няє диференційному рівнянню згину пластини 

[7]. Існує ряд методів рішення задачі згину пря-

мокутних пластин, які при точному задоволені 

граничних умов приблизно задовольняє дифере-

нційному рівнянню задачі (наприклад, метод 

Кантаровича, який займає проміжне місце між 

точним рішенням задачі і описаними метода-

ми)Ю а також  приблизні методи, рішення яких 

точно задовольняють диференційному рівнянню 

згину пластини та приблизно граничним умовам 

[8].  

Точне рішення задачі згину пластин відомо 

тільки для окремих порівняно простих задач [7].  

Наприклад, для визначення прогинів та зусиль в 

прямокутній пластині, шарнірно опертій по чо-

тирьом сторонам, використовується метод по-

двійних тригонометричних рядів. Для прямокут-

ної пластини, два протилежних краї якої шарнір-

но оперті, використовується метод ординарного 

тригонометричного ряду. В цих задачах граничні 

умови на контурі пластини дозволяють викорис-

тати метод Фур’є [8].   

Найбільш поширеними для таких задач є 

рішення Л. Нав’є і М. Леві [8].  Однак, як показав 

аналіз даних рішень, якщо рішення Л. Нав’є при-

датне тільки для прямокутних пластин, шарнірно 

опертих по контуру, то рішення М. Леві є більш 

загальним. Воно придатне для прямокутних пла-

стин, два протилежних края якої шарнірно опер-

ті, а два інших мають кріплення (затискання, 

шарнірне опирання) або вільні. 

Оскільки в конструкціях ВВ кранових ваг 

верхні (натискні) плити можливо розглядати 

шарнірно-опертими по двом протилежним кін-

цям, які збігаються із зоною установки стійок 

вузла верхніх блоків, і вільними від закріплення 

по двом іншим краям, для уявлення модельної 

задачі доцільно скористатись точним рішенням 

М. Леві. 

Мета і завдання дослідження 

Метою роботи є розробка нової методики 

розрахунку плит вантажоприймальних вузлів 

кранових ваг, завдяки якій стане можливим ви-

значити параметри напружено-деформованого 

стану плити ВВ під впливом основних  видів 

механічних навантажень, що впливають на  конс-

трукцію зважувального пристрою у експлуатації, 

що призведе до зменшення похибки вимірюван-

ня маси і тим самим  дозволить оптимізувати 

витрати споріднених матеріалів у технології ли-

варства та підвищити якість кінцевого продукту. 

Основний зміст досліджень 

В якості розрахункової схеми плит вибрана 

тонка пластина. Згідно із прийнятими в роботі 

[11] рекомендаціями, до тонких відносяться плас-

тини, які мають відношення товщини до наймен-

шого характерного розміру в плані h/b в межах 

від 1/30 до 1/80 та величини очікуваних прогинів 

не більше 1/4 h. Очікується, що подібне уточнен-

ня розрахункової схеми несучих елементів ВВ 

призведе до більш точних результатів, які в по-

дальшому дозволять оптимізувати параметри 

несучих елементів та характер розташування 

силомірних опор. 

Типові технічні рішення по формуванню ВВ 

передбачають можливість опирання опорної 

плити на п’яти, чотирьох, трьох і двох ТДС. Ши-

роко застосовуються кранові ваги, у яких натис-

кна плита опирається на 4 та 3 датчика в основ-

ному механізмі підйому і на 2 та 1 датчики у 

допоміжному. На опорній плиті змонтований 

вузол верхніх блоків, який представляє собою 

жорсткий коробчатий корпус, забезпечений реб-

рами жорсткості та основанням у вигляді плити.  

Вузол верхніх блоків можна представити у 

вигляді смуги, що передає зовнішнє навантажен-

ня від зусиль в підйомних канатах на плиту. Ха-

рактер сполучення вузла верхніх блоків з плитою 

завдяки болтовому з’єднанню між собою дає 

можливість вважати плиту, два протилежних 

краї якої шарнірно оперті, а два інших вільні, 
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завантаженою зосередженою силою. Тоді розра-

хункова схема матиме  вигляд (рис. 1).  

Задача визначення напружено-деформівного 

стану натискних плит зводиться до вирішення 

деформаційних рівнянь коливань пластини. Па-

раметри плит вибираються таким чином, щоб під 

впливом зовнішнього навантаження у цій плиті 

виникали пружні деформації.  

 

 

Рисунок 1 – Розрахункова схема плити:   

Р1, Р2, Р3, Р4 та Р5 – зусилля від ТДС. 

 

Тому, розглянемо диференціальне рівняння 

коливань пластини в рамках гіпотези Кірхгофа-

Лява [11]: 
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де для стислості запису w = w(x,y,t) – прогин 

серединої поверхні пластини;  

g – прискорення вільного падіння;   

ρ – густина матеріалу. 

В загальному випадку навантаження можна 

представити рядом Фур’є 
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Ця залежність охоплює всі можливі випадки 

навантаження, які можуть зустрічатися при екс-

плуатації крану.  

Вплив кожної гармоніки зовнішнього зусил-

ля моделюється шляхом його рівномірного роз-

поділу по всім контактним площадкам натискної 

плити 
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де площа  контактних площадок –   
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Таким чином розподілене навантаження ма-

тиме вид 
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Для зручності викладок введена функція 

відрізка у виглядi 
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Тоді, при розподілі навантаження по площа-

дці, навантаження постійної інтенсивності мож-

на записати: 
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де qn – амплітуда рівномірно розподіленого 

навантаження по площадкам контакту n-ої гар-

моніки навантаження. 

Така форма відображення дозволяє застосо-

вувати метод Фур’є, так як у зовнішньому наван-

таженні при побудові рішення вдається розділи-

ти x та y.  

Підставляючи (6) в (4) отримаємо 
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Таким чином, прикладене до натискної плити 

зовнішнє навантаження перетворюється в рівно-

мірно розподілене навантаження (7). 

Тому в диференціальному рівнянні (1) вра-

ховуються всі динамічні складники зовнішнього 

навантаження. Оскільки у (7) x та y змінюються у 

прямокутнику 0 <x < а; 0 < y < b при t > 0, то ряд 

(7), одержаний з рівномірно і абсолютно збіжно-

го ряду (2), також буде рівномірно та абсолютно 

збігатися. 
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Поставлену вище диференційну задачу ви-

рішимо за допомогою метода Фур’є. Для цього, 

представимо рішення задачі у виглядi  
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Підставляючи (8) в (1) і змінюючи порядок 

підсумовування та диференціювання, отримаємо 
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де прийнято ( )yxww
nn

,= . 

Оскільки рішення диференціального рівнян-

ня має бути справедливим для кожного t, тому 

коефіцієнти, що стоять перед sin і cos відповідно 

рівні. Вони відрізняються тільки значенням інде-

ксу. Тому приходимо до наступної системи рів-

нянь: 
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Бачимо, що перше рівняння описує дефор-

мацію при статичному навантаженні, а друге 

рівняння враховує динамічну складову наванта-

ження. Цей факт дозволяє застосувати метод 

Фур’є, у зв’язку з чим, для обох рівнянь викори-

стаємо рішення в формі Леві.  

Після розкладання правої частини диферен-

ціальних рівнянь (10), (11) в ряд Фур’є по пере-

мінній y, рішення цих диференціальних рівнянь 

будемо шукати у виглядi: 
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Підставляючи (12) в (10) і (11), приходимо 

до наступних систем диференціальних рівнянь 

відповідно: 
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У зв’язку з тим, що при y = 0 і y = b функція 

повинна задовольняти граничним умовам 
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Цим і пояснюється форма розкладання зов-

нішнього навантаження. Наближення введених 

функцій рядом Фур’є по sin дає цілком прийнят-

ну точність обчислень для практики. 

Із урахуванням представлення рішення у ви-

глядi ряду (12) загальні граничні умови перетво-

рюються в еквівалентні для функцій такого виду:  
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Побудовано рішення диференціального рів-

няння (1) окремо для статичного і динамічного 

випадків, хоча статичне рішення задачі взагалі 

входить, як окремий випадок вирішення динаміч-

ної задачі.  

Так в формулі (11), вважаючи 0=
n

, отри-

муємо теоретично статичний випадок.  

Однак при здійсненні обчислень такий гра-

ничний перехід здійснити достатньо складно. Це 

пов'язано з тим, що в рівнянні (15) коефіцієнт, 

що стоїть перед невідомою функцією в залежності 

від видів навантаження може бути додатнім або 

відʼємним. У цьому випадку рішення рівняння 

(15) потрібно строїти в комплексній формі, а це 

збільшує принаймнi вдвічі обсяг обчислень.  
Побудову рішення диференціального рів-

няння (13) здійснено методом Фур’є. Для скоро-
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чення подальших записів та зручності здійснення 

викладок ведено позначення 
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В цих позначеннях дифрівняння (13) та гра-

ничні умови (17) будуть мати відповідно вид: 
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Для побудови єдиного рішення даної дифе-

ренціальної задачі спочатку будується загальне 

рішення однорідного диференціального рівняння 

(19) і складається з частковим рішенням. Довільні 

постійні, які входять в загальну частину цього 

рішення визначаються з граничних умов (20).  

Власні функції диференціального оператора 

(19) мають вигляд: 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) .,

,,

32

10

xxchxyxxshxy

xchxyxshxy

==

==
.  (21) 

Тому єдине рішення диференціальної задачі 

можна представити у виглядi 

  

 ( ) ( )xyxyy
*

+= , (22) 

де ( )xy  – загальне і ( )xy
*

 – часткове рі-

шення. 

Загальне рішення побудовано з використан-

ням функцій (21): 
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де довільні постійні мають вигляд: 
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Для отримання часткового рішення дифере-

нціального рівняння (19) побудовані спеціальні 

рішення Ψ(x), які задовольняють граничним умо-

вам 

  

( ) ( ) ( ) ( ) .10,0000 = ===  (25) 

Загальне рішення диференціальної задачі 

(19) з граничними умовами (25) побудовано у 

виглядi: 
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де 
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30

CC  – невідомі постійні. 

Після підстановок рішення (26) отримає ви-

гляд 
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Часткове рішення в даному випадку матиме 

вигляд 
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Здійснюючи диференціювання в формулі 

(28), а також провівши ряд підстановок та пере-

творень можемо записати вираз довільних, які 

входять в формули (24): 
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(29) 

де  
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Обчислюючи інтеграли з урахуванням властивостей функцій lk(x) та гіперболічних функцій, 

отримаємо 
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Таким чином, часткове рішення рівняння 

(19) побудовано. Для його обчислення потрібно в 

(29) підставити інтеграли (30) та врахувати фор-

мули (31). 

Для побудови загального рішення належить 

в формулу (23) підставити значення довільних 

постійних 
0 1 3
, , ...,C C C  з формул (24). 

Збудоване таким чином часткове і загальне 

рішення диференційної задачі (19) з граничними 

умовами (20) підставляємо в формулу (22) і оде-

ржуємо невідомі коефіцієнти ряду Фур’є в фор-

мулі (12) при n = 0. Таким чином, статична скла-

дова рішення диференціального рівняння (1) 

побудована. 

При динамічній постановці диференційне 

рівняння та граничні умови мають вигляд: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )





=−−

=−

= 0,0

2

2

02

0

ax
xyxy

xyxy

 

 (33) 

У цьому випадку рішення диференційної за-

дачі має вигляд 
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Після різного роду перетворень в кінцевому випадку одержимо: 
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Коефіцієнти γ0, γ1 та γ – комплексні числа, 

якщо β2 < α. Тому окремо розглядаються два ви-

падки: β2 < α та β2 > α.  

При виконанні умови β2 < α (36) з урахуван-

ням (37) приймуть вид: 
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При виконанні умови β2 > α замість (38) пот-

рібно взяти: 

 

( ) ( )

( )

( )

0

2 0 3 1

1

2 2

0 1 0 1 0 0 1 0

2 2

1 0 0 1 0

2 2

1 0 0 1 0

, ,

2

1

2

1
.

2

C C C C

ch a ch a

ch a

ch a

− +

+ −

+

+ −

+ −

  
= − =

  

 =   −    +   −  +

+   −    −  −  

−   +    +   
 

(39) 

Таким чином, всі невідомі константи, які 

входять в загальне рішення (34) визначені. Тому, 

підставляючи (35) в (38) або в (39), а потім отри-

мані вирази в (34), одержимо рішення диферен-

ціальної задачі (32), (33).  

У кiнцевому пiдсумку за формулою (8) мо-

жемо обчислити функцію прогину натискної 

плити в заданій точці в будь-який момент часу, а 

також, використовуючи інші вирази, – згинаючі 

моменти, перерізуючі зусилля, напруження. В 

збудованому вигляді рішення враховуються всі 

види можливих навантажень, що діють на конст-

рукцію зважувального пристрою у експлуатації.  

Аналіз отриманих результатів досліджень 

Як приклад, визначено прогини ω для плити, 

яка розміщена на трьох ТДС (рис. 2). 

 

Рисунок 2 – Розрахункова схема плити на  

трьох ТДС 

 

Розрахунок виконано для номінального зна-

чення сумарного навантаження P = 160 kN. Від-

повідно навантаження на кожний із трьох датчи-

ків складало Р1 = Р2 = Р3 = 53,3 kN. 

На рис. 3 – 7 представлені діаграми за роз-

рахунком напружено-деформованого стану пли-

ти за допомогою універсального програмного 

пакету ANSYS [12-14]. 
 

Рисунок 3 – Діаграма деформацій плити 

 

 
 

Рисунок 4 – Діаграма напружень плити 

 

 

 

Рисунок 5 – Діаграма еквівалентних напру-

жень плити 
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Рисунок 6 – Діаграми переміщень плити 

 

 
Рисунок 7 – Діаграма кутів повороту плити 

 

Характер значень прогинів ω, отриманих в 

результаті розрахунків, показав, що натискні 

плити згинаються в двох площинах. 

Підтвердженням цьому стали результати, які 

були отримані експериментальним шляхом. 

На рис. 8 представлені розрахункові значен-

ня прогинів, а в скобках – значення отримані 

експериментальним шляхом. 

 

Рисунок 8 – Розрахункові значення прогинів 

Експериментальна установка на базі силоза-

давної машини ОСМ-П-200-10 та елементи ван-

тажоприймального вузла кранових ваг представ-

лені відповідно на рис. 9 та 10. 

 

Рисунок 9 – Експериментальна установка на базі 

силозадавної машини ОСМ-П-200-10 

 

 
 

 
 

Рисунок 10 – Елементи вантажоприймального 

вузла кранових ваг  
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Отримані в результаті проведених розрахун-

ків та експериментальних досліджень дані підт-

верджують справедливість гіпотези, покладеної в 

основу методики розрахунку плити ВВ, яка по-

лягала в тому, що розрахунок плит у вигляді 

балки на двох шарнірних опорах в одній площині 

не відтворюють реальний процес вигину плити у 

просторі, який проходить в результаті наванта-

ження вантажоприймального вузла у вбудованих 

кранових ваг. Розбіжності результатів обчислень 

та даних експерименту можна пояснити нерівні-

стю поверхні плит, похибкою самої вимірюваль-

ної установки, різновисотністю ТДС.  

В цілому результати розрахунків прогинів  

задовольняють поставлену ціль та достатньо 

повно відображають реальну поведінку натиских 

плит ВВ кранових ваг.   
Висновки 

Проведені обстеження металургійних  кра-

нів, аналіз конструктивно-параметричних особ-

ливостей їх механізмів підйому дозволили роз-

робити технічні пропозиції щодо можливості  

вмонтування вантажоприймальних вузлів крано-

вих ваг для автоматичного визначення маси рід-

кого чавуну на заливно-ковшовій ділянці цеху 

виливниць.  

Врахувуючи специфіку технологічного про-

цесу заливки металу, збережена структура ВВ, 

яка передбачає їх вмонтування у головний і до-

поміжний механізми підйому крана. 

Розроблена нова методика розрахунку плит 

вантажоприймальних вузлів кранових ваг, завдя-

ки якій стало можливим визначити параметри 

напружено-деформованого стану плити ВВ під 

впливом основних  видів механічних наванта-

жень, що впливають на  конструкцію зважуваль-

ного пристрою у експлуатації, що призводить до 

зменшення похибки вимірювання маси і тим 

самим  дозволить оптимізувати витрати спорід-

нених матеріалів у технології ливарства та під-

вищити якість кінцевого продукту. 
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DEVELOPMENT OF A FORMULA OF DEPENDENCE BETWEEN VEHICLE GEOMETRIC 

PARAMETERS AND DYNAMIC CHARACTERISTICS 

 

The paper considers a method for developing a formula that allows one to determine the relationship 

between the geometric and kinematic parameters of a double-wishbone suspension of a car on its roll angle 

when cornering. The method for determining the formula is described in detail. Test verification models were 

built in the computer-aided design system to verify the results obtained. For the first time, mathematical 

dependencies were derived to determine the change in the roll angles of the car depending on the geometric 

parameters of the suspension, and the basic parameters of the car's movement. Calculations of the depend-

encies between the coordinates of the points of attachment of the suspension arms to the frame and the steer-

ing knuckle, respectively, on the roll angle of the car in the corner have been performed.  

Keywords: double wishbone suspension, roll center, vehicle dynamics, racecar.  

 

Л. В. Коломиец, д.т.н., В. В. Хамрай, А. М. Лимаренко, к.т.н., А. Ю. Бажанова к.т.н.,  

А. А. Пономаренко  
 

РАЗРАБОТКА РАСЧЕТНОЙ ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ 

ПАРАМЕТРАМИ ТРАНСПОРТНОГО СРЕДСТВА И ДИНАМИЧЕСКИМИ 

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

 

В работе рассмотрен метод разработки формулы, позволяющей определить зависимость гео-

метрических и кинематических параметров двухрычажной подвески автомобиля от угла ее крена 

при прохождении поворотов. Подробно описан способ определения формулы. В системе автомати-

зированного проектирования были построены тестовые проверочные модели для проверки получен-

ных результатов.  

Впервые были выведены математические зависимости, позволяющие определять изменение уг-

лов крена автомобиля в зависимости геометрических параметров подвески, и базовых параметров 

движения автомобиля. Выполнены расчеты зависимостей между координатами точек крепления 

рычагов подвески к раме и поворотного кулака соответственно от угла крена автомобиля в пово-

роте. 

Ключевые слова: двухрычажная подвеска, центр крена, динамика автомобиля, гоночный авто-

мобиль. 

 

Л. В. Коломієць, д.т.н., В. В. Хамрай, О. М. Лимаренко, к.т.н., А. Ю. Бажанова, к.т.н., 

А. А. Пономаренко 

 

РОЗРОБКА РОЗРАХУНКОВОЇ ЗАЛЕЖНОСТІ МІЖ ГЕОМЕТРИЧНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

ТРАНСПОРТНОГО ЗАСОБУ ТА ДИНАМІЧНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 

У статті проаналізовано кінематичні параметри двоважільної підвіски гоночного автомобіля. 

Проведено аналіз параметра «Центр крену» та його вплив на рух автомобіля. Детально розглянуті 

рішення що застосовуються в міжнародному студентському проекті «Формула студент» (або 

Formula SAE). Розглянуті основні тенденції математичного моделювання шасі автомобілів як гоно-

чних так і звичайних дорожніх транспортних засобів. Проведено кінематичний аналіз процесу руху 

автомобіля в повороті, визначено ключові характеристики автомобіля та основні дані руху авто-

мобіля на гоночній трасі, включаючи рух прямої, рух у повороті, а також процеси прискорення та 

уповільнення. Визначено та оптимізовано двомірну модель двоважільної підвіски, що дозволило уто-

чнити геометричні параметри відповідної моделі та підготувати двомірну схему для подальшого 

аналізу. Вперше були виведені математичні залежності, що дозволяють визначати зміну кутів кре-

ну автомобіля залежно від геометричних параметрів підвіски, та базових параметрів руху автомо-

біля. Покроково описано алгоритм визначення залежності. Виконано роботу з позначення точок 

двоважільної підвіски у двомірній площині що дозволить у майбутньому використовувати двомірні 
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координати. Це дозволить істотно автоматизувати розрахунок та аналіз двоважільних підвісок як 

гоночних так і звичайних дорожніх автомобілів. У системі автоматизованого проектування побу-

довано тестові перевірочні моделі для перевірки отриманих результатів. Аналіз результатів показав 

високу точність отриманих математичних залежностей. За отриманими математичними форму-

лами виконані розрахунки залежностей між координатами точок кріплення важелів підвіски до ра-

ми та поворотного кулака відповідно від кута крену автомобіля у повороті. Побудовано графіки 

залежностей кута крену від зміни положення точки кріплення нижнього важеля у вертикальній 

площині, визначено залежність кута крену автомобіля від зміни швидкості. 

Проведена робота що до аналізу зміни куту крену автомобіля під час зміни відповідно точок 

кріплення верхнього переднього, верхнього заднього важеля та відповідно нижнього переднього та 

нижнього заднього важеля 

Ключові слова: двоважільна підвіска, центр крену, динаміка автомобіля, гоночний автомобіль.  
 

DOI 10.32684/2412-5288-2021-2-19-31-37 
 

1. Introduction. 

One of the ways to model automobile structures 

is computer modeling or computer experiment, 

which is based on numerical mathematical and geo-

metric methods [1-3]. 

The capabilities of such methods depend on the 

tasks and research conditions [1]. 

The numerical analysis allows one to calculate 

different options for the design of the studied object 

with various combinations of loads [4].  

makes it possible to determine the dependence 

of the characteristics of vehicle parameters on the 

relative position of chassis structural elements [5]. 

The relevance of the research topic – the prob-

lem is determined by the insufficient perfection of 

methods for determining the parameters of a car 

during movement and its dependence on its design 

parameters [6-8]. 

2. Analysis of publications and literary 

sources 

Analysis of literature sources shows [7, 8] that 

the main type of suspension for racing cars is a dou-

ble-wishbone suspension. This is due to the wide 

range of suspension settings in racing cars, as well 

as the low mass relative to MacPherson suspensions. 

A review of research shows that mathematical 

methods are used to calculate the parameters of a 

double wishbone suspension, as well as computer-

aided design methods [9]. 

In the process of working with information 

sources, gaps in the data of design calculations for 

double-link suspensions became obvious, namely, 

about the influence of the mutual arrangement of the 

levers on the dynamic characteristics of the car [10]. 

It should be noted that the study of the movement of 

the car and the calculation of the suspension of the 

car are constantly being carried out [11-13]. 

Particular attention should be paid to the re-

search FSAE cars. The main advantage of such stud-

ies is that the authors are able to quickly verify the 

results in practice (including car manufacturing pro-

cesses) [14-16].  

3. Purpose of the work 

The purpose of the work is the determination 

and scientific basis of the mathematical-geometric 

dependence of the location of the suspension at-

tachment points on the roll angle of the car in the 

turn.  

4. Main purpose of the article 

At the heart of the study of the parameters of a 

two-link suspension is the goal to derive the depend-

ence of the mutual arrangement of the suspension 

arms on the dynamic characteristics of the car, 

namely the roll angle of the car in a turn. 

Thanks to this dependence, it is possible to cal-

culate the roll angle of the car in a corner even at the 

design stage. 

The problem is solved by mathematical and ge-

ometric modeling of the car during movement along 

the radius of the expected turn. 

During the passage of the car through the cor-

ner, a redistribution of masses occurs, the result of 

which is a lateral roll. The roll angle depends on two 

components – the stiffness of the spring, and the 

design of the suspension (Fig. 1). The hinge RC is 

the roll center, which is determined geometrically 

(Fig. 2) depending on the location of the suspension 

arms and the contact patch point of the wheel. 

 

  
 

Figure 1 – Two-dimensional dynamic suspension 

layout 
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Figure 2 – Two-dimensional kinematic diagram of the suspension 

 
During cornering, centrifugal force starts to 

reach the center of mass point Fcent 

 

R

V
mFcent

2

=  

 

where m is the mass of the car; 

V is the speed of the car in the corner; 

R is the turning radius. 

The equivalent circuit of a car in a corner is as 

follows (Fig. 3) 

 
 

Figure 3 – Vehicle braking process  

 
Based on the diagram in Fig. 3, one can com-

pose an equilibrium equation   

 

1
Fr kx R= =  

where R1 is the force coming to the damping  

element;  

x is the relative extension of the damping       

element; 

k is the coefficient of elasticity of the shock ab-

sorber of the car. 

In this case, the parameter of the spring elonga-

tion will be equal to the parameters a and b, respec-

tively 

 

1 1

2 2

,R k a

R k b

=

=  

where k1 is the coefficient of elasticity of the 

left shock absorber;  

k2 is the coefficient of elasticity of the right 

shock absorber;  

a is movement of the left shock absorber; 

b is movement of the right shock absorber. 

Then the equilibrium equation will look like 

this 

 

( )
bkak

HCF
cent

22
sin

21
+


=

 

 

where β is the
 
vehicle roll angle; 

С(H) is the distance between the center of mass 

and the roll center of the vehicle (CG-RC) in Fig. 3, 

and CG-J in Fig. 4. 
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From the above derived formula, it follows that 

the angle of the longitudinal roll of the vehicle dur-

ing braking will depend on the parameter C(H), that 

is, on the distance between the center of gravity and 

roll center (RC in Fig. 3) (or J in Fig. 4). 

The determination of the instantaneous center 

of mass can be done graphically, but in this case, it 

becomes impossible to integrate the method into 

automated computation systems. 

In Fig. 4, the letters A and D indicate the at-

tachment points of the levers to the steering knuckle. 

Letters B and C are the points of attachment of lev-

ers to the car frame. The section PO is equal to half 

the track of the car. Segment CG-O is the height of 

the center of mass of the vehicle. It is necessary to 

determine the relationship between the geometric 

parameters of the attachment of the levers and the 

segment GJ. 

To determine the segment CG J, sequential ge-

ometric calculations are performed (Fig. 4).  

 

( ) JOGOCGJHC −== , 

 

tanJO JPO PO=   ,
 

 

( )tan tanJPO OPD DPN =  −  ,
 

PN

PDNDN
DPN


=

sin
sin , 

 

DNA

DABAD
DN




=

sin

sin
. 

 

 

 
 

Figure 4 – Suspension geometry 

 

 

sin
,

sin(180 ( )

AD DAB
DN

DAB ADC

 
=

 −  + 
 

 

( )2 2 2 cos ,PN DN PD DN PD PDN= + −   

 

 

( )
2

2 2 2

sin 1 ,
2

PD DC PC
PDN PDC

PD DC

+ − 
 =  −    

 
2 2 ,PC PG GC= +  

 

,OPD DPC CPG =  +   

 

 

 

 

 

sin ,
CG

CPG
PC

 =  

 

sin
sin ,

DC PDC
DPC

PC

 
 =  

 
2 2 2 2 cos .PC DC DP DP DC PDC= + −      

 

 

5. Results 

In the course of creating a mathematical-

geometric model, the formula was derived 
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=

PDCDCDPDPDC
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PDCDC
OPD
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sin
22

2

. 

 

 

Substituting the resulting formula into the de-

pendence of the roll angle on the kinematic and dy-

namic parameters, the formula is as follows 

 
2

1 2

sin
2 2

V
m CGJ

R
k a k b


 =

 + 
. 

The resulting formula allows you to analyze the 

dependence of the suspension attachment points and 

the car's roll angle in a turn. 

You can receive data such as: 

- Dependence of the roll angle on the change in 

the position of the attachment point of the lower arm 

in the vertical plane (Fig. 5). Where the range of 67-

88 mm at the speed of 30 m/s, turn radius 60 m.  

- Dependence of the vehicle roll angle on the 

speedchange (in the range from 1 to 22 m/s), and 

many other graphic dependencies (Fig. 6). 

This data allows you to optimize the process of 

developing racecar suspension. 

Сonclusions 

1. Methods for determining the roll center of a 

car with a double wishbone suspension are deter-

mined. 

2. Dependences of the roll angle on the vehicle 

speed, turning radius, coefficient of spring stiffness, 

and its mass are determined. 

3. The process of deriving a formula is shown 

in detail, which allows to show the relationship be-

tween the geometrical parameters of the suspension 

and the roll angle of the car in a corner. 

4. Derived the final formula of the mathemati-

cal-geometric model of a car with a double wish-

bone suspension 

5. The graphs of the dependences of the roll an-

gle of the car on the geometric and physical parame-

ters have been built. 

 

 

 
 

Figure 5 – Dependence of the roll angle on the change in the position of the attachment point of the lower 

arm in the vertical plane in the range of 65-170 mm at a speed of 30 m/s 
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Figure 6 – Dependence of the vehicle roll angle on the speed change  

(in the range from 1 to 22 m/s) 
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МЕТОДИ ВИМІРЮВАННЯ РОБОЧИХ ХАРАКТЕРИСТИК ЕЛЕКТРОГЕНЕРАТОРІВ 

 

У статті вивчається залежність обертального моменту електрогенераторів та їх вихідних 

параметрів. На основі досліджень запропоновано метод вимірювання обертального моменту з ви-

користанням індуктивного сенсора, що дозволяє покращити метрологічні характеристики вимірю-

вального каналу шляхом підвищення чутливості вимірювання. Таке підвищення досягається за раху-

нок того, що на котушки, які змінюють свою індуктивність під дією торсіонного навантаження на 

вал електродвигуна, не впливають електромагнітні перешкоди, що створюються електрогенерато-

ром під час роботи. Для обробки результатів вимірювань та дослідження похибок, використовував-
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ся моделюючий комплекс Matlab/Simulink, це дозволило візуалізувати перехідну характеристику ви-

мірювального сигналу та оцінити можливу похибку. 

Ключові слова: електрогенератор, обертальний момент, кутова швидкість, метод вимірюван-

ня, сенсор, електромагнітна індукція, інформаційна система. 
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МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ РАБОЧИХ ХАРАКТЕРИСТИК ЭЛЕКТРОГЕНЕРАТОРОВ 

 

В статье изучается зависимость крутящих моментов электрогенераторов и их выходных па-

раметров. На основе исследований предложен метод измерения крутящего момента с использова-

нием индуктивного сенсора, позволяющего улучшить метрологические характеристики измеритель-

ного канала путем увеличения чувствительности измерения. Такое увеличение достигается за счет 

того, что на катушки, которые изменяют свою индуктивность под действием торсионной нагруз-

ки, не влияют электромагнитные помехи, создаваемые электрогенератором во время работы. Для 

обработки результатов измерений и исследования погрешностей, использовался моделирующий ком-

плекс Matlab/Simulink, что позволило визуализировать переходную характеристику измерительного 

сигнала и оценить погрешность. 

Ключевые слова: электрогенератор, крутящий момент, угловая скорость, метод измерения, 

сенсор, электромагнитная индукция, информационная система. 
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METHODS OF MEASUREMENT OF PERFORMANCE CHARACTERISTICS OF ELECTRIC 

GENERATORS 

 

The article investigates the methods and means of measuring the operating characteristics of electric 

generators, namely the output voltage, resistance, frequency, current and torque. The analysis of literature 

sources that characterize the structural elements and the principle of operation of synchronous generators is 

carried out. Methods of measuring the operating characteristics of electric generators are studied. Mathe-

matical models that describe the relationships between physical quantities that characterize the parameters 

of electric generators are considered. The estimation of modern directions of development of means of 

measurement of torques of electric generators is carried out. Methods of data processing and visualization 

obtained by primary devices are studied. The dependence of the torque of electric generators and their out-

put parameters is studied. A block diagram of a digital measuring sensor is constructed, which shows the 

main components of a device for measuring torque using an inductive sensor. 

Based on research, a method for measuring torque using an inductive sensor has been proposed, which 

allows increasing the sensitivity of the measurement by improving the metrological characteristics of the 

measuring channel. This improvement is that the coils that change their inductance under the action of tor-

sional load on the motor shaft are not affected by electromagnetic interference created by the generator dur-

ing operation. Simulation of the electrical circuit using the proposed method allowed to obtain the attenua-

tion coefficient of the in-phase signal 80 dB at an input signal frequency of 10 kHz, thus providing high sen-

sitivity. This model was tested, which made it possible to obtain errors in the simulation in the operating 

mode. The standard deviation and the absolute measurement error are determined. The Matlab / Simulink 

modeling complex was used to process the measurement results and study the errors, which allowed visualiz-

ing the transient characteristics of the measuring signal and obtain a possible error. 

Keywords: electric generator, torque, angular velocity, measurement method, sensor, electromagnetic 

induction, information system.  
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Вступ 

Розвиток альтернативних видів енергетики 

вимагає оптимізації управління та вимірювання 

параметрів робочих характеристик електрогене-

раторів. 

При високому рівні зносу та потребах у мо-

дернізації, а також для забезпечення економічно-

сті генераторів існує необхідність у вдоскона-

ленні систем контролю та вимірювання парамет-

рів їх роботи. Особливо це стосується визначен-

ня параметрів збудження, вихідної напруги, 

швидкості обертання та обертального моменту.  

В сучасних умовах актуальним є пошук но-

вих способів отримання потрібної напруги шля-

хом підбору оптимальних вхідних параметрів. 
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Зважаючи на простоту в експлуатації, сфери 

застосування таких генераторів накладають сер-

йозні вимоги щодо напруги джерела живлення, 

обертального моменту, швидкості обертання та 

інших вагомих параметрів, які мають задоволь-

няти нормованим показникам якості та стабіль-

ності. Для цього потрібні точні вимірювання та 

прогнозування характеристик роботи таких гене-

раторів, що є приводом до створення вимірюва-

льних приладів з покращеними метрологічними 

характеристиками, за допомогою яких можна 

встановити оптимальні режими роботи таких 

електрогенераторів.  

Аналіз публікацій та досліджень 

Структуру синхронного генератора на пос-

тійних магнітах представлено на рис. 1, 2, де 

показано основні його конструктивні елементи 

та схему електричного з’єднання. 
 

 
 

Рисунок 1 − Схема електричного з’єднання  

синхронного електрогенератора на постій-

них магнітах за типом (зірка)  

 

 
 

Рисунок 2 − Схематичне представлення констру-

ктивних елементів та принципу дії синхронного 

електрогенератора на постійних магнітах [1] 

 

Досліджуючи генератори на постійних маг-

нітах слід, звернути увагу на закон електромагні-

тної індукції Фарадея, згідно з яким напруга на 

виході кожної обмотки генератора може бути 

розрахована за формулою [1]: 

 

 
Ф

,
i

E
t


=


       (1) 

де i
E  – ЕРС індукції в контурі;  

Ф

t




 – швидкість зміни магнітного потоку;  

де t – поточний час. 

Слід враховувати, що магнітний потік, через 

одну обмотку змінюється по гармонічному зако-

ну 

 
0

Ф Ф sin ,
2

p t
=        (2) 

де 0
Ф  – максимальне значення магнітного 

потоку, яке може бути знайдено за формулою 

 

 0
Ф ,

s
B S=       (3) 

де s
B  – усереднене за площею полюса зна-

чення магнітної індукції в зазорі;  

S  – площа полюса магніту; 

p – число полюсів генератора;  

  – кутова частота обертання генератора,  

число коливань, що здійснюються за 2  секун-

ди, 
2

;
T


 =   

t – поточний час. 

В такому випадку для поточного значення 

напруги однієї обмотки можна отримати наступ-

ний вираз 

 

 ,
2 2

s

D

N B S p
E

   
=   (4) 

де N  – кількість витків обмотки.  

В роботах [2, 3] представлено математичну 

модель номінального струму, який забезпечує 

потреби його споживання, у вигляді рівняння 

електричної рівноваги 

 

1,5 1,5 1,5 0;

1,5 1,5 1,5 1,5 0,

d

d d q q G d

q

q q d d G q

di
ri L L i n p u

dt

di
ri L L i vp n p u

dt


+ + + =


 + + −  + =


  (5) 

де d
u , q

u , d
i , q

i  – поздовжні та поперечні 

складові фазної напруги та струмів на виході 

синхронного генератора;  

d
L , q

L  – поздовжні та поперечні складові 

індуктивностей фазної обмотки статора синх-

ронного генератора [4];  

G
n  – швидкість обертання якоря синхронно-

го генератора;  

p – число полюсів генератора; 

r – активний опір фазної обмотки статора;  
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  – загальний магнітний потік, зчеплений з 

усіма витками котушки, що чисельно дорівнює 

сумі магнітних потоків, які проходять через ко-

жен виток котушки 

 

 
1

ψ Ф ,
N

i
i=

=        (6) 

де Фm  – магнітний потік одного витка;  

N – число витків у котушці; 

Електромагнітний момент синхронного ге-

нератора можна визначити наступним співвід-

ношенням [5]: 

 

 ,
ω

m

P
E =      (7) 

де P – потужність генератора;  

  – кутова частота обертання генератора.  

 

Є й інші підходи до його визначення [6]: 

 

 
3 ,
Cm i

a A B DE


=        (8) 

де ia   0,72÷0,8 – коефіцієнт полюсного 

перекриття;  

A  (10÷12)∙103 – лінійне навантаження;  

B


  0,29÷0,31 – попереднє значення індук-

ції в робочому зазорі;  

C
D – діаметр статора;  

  0,5 – відношення активної довжини то-

роїдального сердечника статора до його діамет-

ра. 

В роботі [7] представлено метод розрахунку 

потужності синхронних генераторів 

 

 
Ф Ф

3 cos ,P U I=         (9) 

де Ф
I  – фазний струм; 

cos   0,8÷0,85 – коефіцієнт потужності, 

відношення активної потужності до повної. 

Фізично він показує, яка частина повної потуж-

ності йде на виконання корисної роботи. 

 

 Ф

Ф

,
3 cos

P
I

U
=

 
 (10) 

При навантаженні, струм обмотки якоря си-

нхронного генератора створює власне магнітне 

поле, яке називається полем реакції якоря. Через 

міжполюсний простір магнітний опір потоку, що 

діє у напрямку поперечної осі, значно більше 

магнітного опору потоку, що діє на повздовжню 

вісь. Таким чином, індуктор (ротор) має магнітну 

несиметрію. Тому, однакова за значенням магні-

тно-рушійна сила якоря при її дії на повздовжню 

вісь, створює більший магнітний потік, ніж при 

дії на поперечну вісь. 

Дослідження характеристик обертального 

моменту електрогенераторів представлено в ро-

ботах [8-10], де визначено основні методи вимі-

рювання цього параметру. 

Так, можна розглянути рівняння Даламбера 

для синхронного електрогенератора на постійних 

магнітах, приймаючи до уваги кутову швидкість 

та обертальний момент сили, що діє на вал, 

 

 
ВТ рух гал

,
d

J M M
dt


= −      

де 
ВТ

J  – момент інерції ротора;  

рух
M – рушійний момент електрогенератора;  

гал
M  – гальмівний навантажувальний мо-

мент, обумовлений електромагнітним моментом 

генератора та механічними втратами. 

Загалом, існує багато різноманітних методів 

вимірювання обертального моменту та пристро-

їв, які їх реалізують. Разом з тим, слід урахувати 

залежність обертального моменту електрогене-

ратора від багатьох факторів. Так, слід звернути 

увагу на момент ковзання, який залежить від 

якості механізмів, швидкості обертання валу, 

потужності генератора, тощо. Загальновідомий 

вираз, яких характеризує обертальний момент 

електрогенератора та момент ковзання має на-

ступний вигляд [10] 
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де m  – число фаз; 

p  – число пар полюсів статора;  

U  – фазна напруга на обмотці статора;  

2
R– приведений активний опір обмотки ро-

тора;  

1
R  – активний опір обмотки статора;  

s – ковзання;  

1
x  – реактивний опір обмотки статора;  

2
x  – приведений активний опір обмотки ро-

тора.  

Враховуючи ряд зазначених факторів, які 

впливають на процес вимірювання обертальних 

моментів електрогенераторів, слід відзначити, 

що умови їх експлуатації, вимоги до точності, 
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потужність та багато інших параметрів, накла-

дають ряд обмежень на застосування вимірюва-

льних приладів.  

Серед найбільш поширених методів та засо-

бів вимірювання обертальних моментів електро-

генераторів, можна вважати такі: 

вимірювання моменту обертання за допомо-

гою тензометричних датчиків; 

вимірювання обертального моменту за до-

помогою кутових датчиків обертання; 

вимірювання обертального моменту з вико-

ристанням нового покоління індуктивних датчи-

ків. 

Останній метод вимірювання набув широкої 

популярності через можливість проводити вимі-

рювання на високих швидкостях (20000 об/хв та 

більше), надійність та простоту в експлуатації. 

Основною його перевагою у порівнянні із тензо-

метричними методами є відсутність електронних 

компонентів на обертальних частинах сенсора. 

Показники знімаються індуктивним способом. 

Застосування індуктивних методів вимірю-

вання обертальних моментів представлено в ро-

ботах [11, 12]: 
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де j – уявна одиниця;  

γ – електрична провідність матеріалу вала;  

  ,
y

x


 =


 y

 , x
  – значення магнітних 

проникностей матеріалу валу вздовж дії голов-

них нормальних напруг; 

xе y
M =    – еквівалентне значення магні-

тної проникності;  

φ – кут між координатними осями X1, Y1, по-

в'язаними з магнітопроводом перетворювача і 

головними осями анізотропії X, Y, що збігаються 

з напрямком головних нормальних напруг; 

Φm – амплітудне значення магнітного пото-

ку, що входить до контрольованої частини валу 

через полюси обмотки збудження; 

Наведена залежність змінюється за періоди-

чним законом функції кута та має екстремальні 

значення при φ = π/4 ± nπ/2, де n = 0, 1, 2, 3, … . 

Проведений експеримент із застосуванням 

виразу (12), де були задіяні індуктивні сенсори, 

показав, що взаємний вплив обертального моме-

нту та опорних конструкцій вимірювального 

приладу, що використовувався в експерименті, 

був відсутній [11]. В той же час точність роботи 

індуктивних сенсорів обертального моменту 

залежність від стабільності напруги, що зумов-

люється якістю електричного живлення. 

Вимірювання параметрів роботи та управ-

ління роботою електрогенераторів здійснюється 

з використанням контролерів керування, які 

включають в себе набір компонентів для обробки 

сигналів, зокрема сигналів від сенсорів для вимі-

рювання обертального моменту, вихідної напру-

ги, струму та потужності. У зв’язку з цим існує 

потреба у розробці вимірювальних систем, які 

призначені для обробки та візуалізації парамет-

рів роботи електрогенераторів, що сприятиме 

підвищенню їх надійності та зменшенню експлу-

атаційних витрат. 

Метою роботи є аналіз методів та моделей, 

які використовуються для вимірювання робочих 

характеристик електрогенераторів, та розробка 

практичних рекомендацій щодо вимірювання 

обертального моменту електрогенератора. Роз-

робка методу вимірювання обертального момен-

ту з використанням індуктивного сенсора. 

Основна частина 

З метою вивчення метрологічних характери-

стик вимірювального каналу приладів для вимі-

рювання обертальних моментів електрогенерато-

рів, первинний сигнал яких отримується з вико-

ристанням індуктивних сенсорів, побудовано 

модель такого приладу в середовищі 

Matlab/Simulink. За основу було взято модель 

індуктивного датчика обертального моменту 

серії ТМ [13] (рис. 3). Розроблено функціональну 

схему вимірювального каналу з використанням 

датчика цієї серії (рис. 4).  

У відповідності до рис. 4, змінний струм пе-

редається на котушку 2. Котушки 3, 4 реагують 

на зміну струму, яка виникає в результаті пере-

міщення феромагнітного стержня між ними, що 

спричиняє відмінність струмів. Співвідношення, 

або різниця цих сигналів використовується для 

розрахунку абсолютного положення стержня. 

Так, за допомогою котушок індуктивності 3, 4 

диференціального трансформатора LVDT (Linear 

Variable Differential Transformer, диференціаль-

ний трансформатор для вимірювання лінійних 

переміщень), він передається до перетворювача 

6. Схематично принцип дії індуктивного LVDT 

перетворювача представлено на рис. 5. 
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Рисунок 3 − Схематичне представлення констру-

ктивних елементів та принципу дії перетворюва-

ча обертального моменту серії TM  

 

 
 

Рисунок 4 – Блок-схема цифрової передачі  

вимірювального сигналу  

1 – накопичувач сигналу;  ~ – генератор;   

2, 3, 4 – котушки індуктивності; 5 – датчик кута 

повороту/частоти обертання; 6 – перетворювач;       

7 – фільтр сигналів; 8 – підсилювач сигналу;       

9 – АЦП; 10 – мікроконтролер 

 

 
Рисунок 5 – Принцип індуктивного датчика  

перетворювача на трансформаторі 

 

Основні переваги датчиків з LVDT: простота 

конструкції первинного та електронного перет-

ворювачів, висока роздільна здатність, лінійність 

та відтворюваність, широкий діапазон робочих 

температур, відсутність рухомих електричних 

контактів і, як наслідок, довговічність.  

Відхилення торсіонного валу, на який закрі-

плено феромагнітний стержень є пропорційним 

моменту сили, яка створюється електродвигу-

ном. Таким чином, перетворювач 6 має бути ду-

же чутливим до зміни напруги, забезпечуючи 

при цьому лінійність перетворення сигналу. Ви-

рішити таку задачу можна за допомогою схеми 

на операційних підсилювачах, що дозволяє зме-

ншити вплив обмеження синфазних сигналів із 

зростанням частоти (рис. 6). 

 

 
 

Рисунок 6 – Електрична схема вимірювального 

каналу приладу індукційного типу на  

операційних підсилювачах для вимірювання 

обертального моменту  
Розроблено з використанням Electronics Workbench 

  

В даному випадку (рис. 5), резистори R3 та 

R4 діють, як дільник напруги для входу не інвер-

туючого операційного підсилювача. Завдяки 

зворотному зв'язку через резистори R3 та R4 і 

великому внутрішньому коефіцієнту підсилення, 

напруга на інвертуючому вході підсилювача бу-

де рівною напрузі на не інвертуючому вході. 

Відношення R2/R1 визначає коефіцієнт передачі 

підсилювача. Коли R1/R2 = R3/R4, підсилення 

диференціального сигналу набагато більше під-

силення синфазного сигналу, і коефіцієнт посла-

блення синфазної напруги буде максимальним. 

Диференціальний коефіцієнт підсилення можна 

виразити наступним виразом 
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Коефіцієнт підсилення синфазного сигналу, 

обумовлений розузгодженням резисторів буде 

рівний: 
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Коефіцієнт підсилення синфазного сигналу, 

що обумовлений кінцевим значенням коефіцієн-

ту ослаблення синфазного сигналу операційного 

підсилювача буде дорівнювати 
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де 
ОП

оссK
 
– коефіцієнт ослаблення синфаз-

ного сигналу операційного підсилювача. 

Коефіцієнт ослаблення синфазного сигналу 

усієї схеми буде дорівнювати 
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Диференційний вхідний опір можна вирази-

ти наступним чином 

  

 вх.диф. 1 3
.R R R= +     (17) 

Вхідний опір для синфазного сигналу (при 

оссK =  ), визначається виразом   
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Вихідний сигнал, тобто вихідна напруга зсу-

ву (при 
1 3R R+  та 

1 4R R+ ) буде мати такий ви-

раз: 
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де 
вх

U  – приведена до входу напруга зсуву 

операційного підсилювача;  
 

вх
I

 
– різниця вхідних струмів зсуву опера-

ційного підсилювача (по інвертуючому та не 

інвертую чому входах). 

Отримати лінійну залежність між зміною 

моменту сили, що спричиняє переміщення феро-

магнітного елемента розміщеного на валу елект-

рогенератора, та вихідною напругою перетворю-

вача 6 (рис. 4) можна, поєднавши вирази (11) та 

(19): 
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Такий підхід дозволить збільшити чутли-

вість вимірювального каналу за рахунок оптима-

льного підбору опорів (рис. 5). Крім того, індук-

тивний сенсор є стійким до електромагнітних 

завад. 

Моделювання вимірювального каналу з ви-

користанням отриманого виразу (19) було прове-

дено в середовищі Matlab Simulink, розробивши 

блок-схему моделюючого комплексу (рис. 7), 

який дозволяє моделювати переміщення ферома-

гнітного елементу вздовж котушок індуктивнос-

ті. В результаті моделювання отримано вихідний 

сигнал, який змінюється пропорційно до пере-

міщення стержня під дією моменту сили (рис. 7).  

Разом з тим, враховуючи, що момент сили 

створює переміщення феромагнітного стержня, 

умовно таке переміщення було встановлено в 

межах ± 10 мм. Тому, вхідним параметром моде-

лі є переміщення стержня, а вихідним напруга. 

Так, при поступальному збільшенні навантажен-

ня на вал залежність між переміщенням стержня 

та вихідною напругою перетворювача буде лі-

нійною.  

 

 

Рисунок 7 – Моделювання вимірювального каналу індуктивного перетворювача, основаного на опе-

раційних підсилювачах з інвертуючими каскадами 
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В результаті проведення моделювання 

отримані показники зміни напруги при поступа-

льному переміщенні стержня лінійного перетво-

рювача (0…10 мм) за період 20 с, в режимі роз-

гону електрогенератора, показали наступну ха-

рактеристику (рис. 8). 
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Такий підхід дозволить збільшити чутли-

вість вимірювального каналу за рахунок оптима-

льного підбору опорів (рис. 5). Крім того, індук-

тивний сенсор є стійким до електромагнітних 

завад. 

Моделювання вимірювального каналу з ви-

користанням отриманого виразу (19) було прове-

дено в середовищі Matlab Simulink, розробивши 

блок-схему моделюючого комплексу (рис. 7), 

який дозволяє моделювати переміщення ферома-

гнітного елементу вздовж котушок індуктивнос-

ті. В результаті моделювання отримано вихідний 

сигнал, який змінюється пропорційно до пере-

міщення стержня під дією моменту сили (рис. 7).  

Разом з тим, враховуючи, що момент сили 

створює переміщення феромагнітного стержня, 

умовно таке переміщення було встановлено в 

межах ± 10 мм. Тому, вхідним параметром моде-

лі є переміщення стержня, а вихідним напруга. 

Так, при поступальному збільшенні навантажен-

ня на вал залежність між переміщенням стержня 

та вихідною напругою перетворювача буде лі-

нійною.  

 
 

Рисунок 7 – Моделювання вимірювального каналу індуктивного перетворювача, основаного  

на операційних підсилювачах з інвертуючими каскадами та вихідної напруги. 
Побудовано з використанням  Matplotlib 

 

В результаті проведення моделювання 

отримані показники зміни напруги при поступа-

льному переміщенні стержня лінійного перетво-

рювача (0…10 мм) за період 20 с, в режимі роз-

гону електрогенератора, показали наступну ха-

рактеристику (рис. 8).  

Після проведення лінійного градуювання, 

залежність між обертальним моментом та пере-

міщенням стержня може бути описана наступ-

ним чином: 

 

 Ф = ( ),
в

М W f=       (21) 

де 
в

W  – число витків вимірювальної обмот-

ки;  

ω – частота напруги живлення;  

Ф – амплітуда магнітного потоку;  

δ – зазор між вихідним положенням сердеч-

ника та його поточним положенням.  

Така залежність представлена на рис. 8. 

 

 
 

Рисунок 8 – Часові характеристики залежності 

переміщення стержня лінійного перетворювача  
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Так, попри лінійну залежність між зазначе-

ними величинами, на рис. 9 показано змодельо-

ваний вплив вібрацій, що присутні при обертанні 

валу електрогенератора, де спостерігається ади-

тивна похибка.  

Процес перетворення обертального моменту 

у вихідну напругу в режимі розгону валу елект-

рогенератора, представлено на рис. 10. 

В сталому режимі роботи, враховуючи змо-

дельовану вібрацію, динаміка має наступні хара-

ктеристики (рис. 11).  

Отримані результати моделювання (рис. 11), 

були використані для визначення абсолютної 

похибки та середньоквадратичного відхилення. 

Так, під час декількох спостережень, де 

здійснювалось 457 вимірювань обертального 

моменту, середньоквадратичне відхилення кри-

вої, що характеризує часові характеристики змі-

ни моменту сили, склало 0,77. 

 
 

Рисунок 9 – Залежність між обертальним момен-

том та лінійним переміщенням стержня 
Побудовано з використанням  Matplotlib 

 

 
Рисунок 10 – Часові характеристики залежності 

обертального моменту та вихідної напруги. 
Побудовано з використанням  Matplotlib 

 
 

Рисунок 11 – Часові характеристики обертально-

го моменту в сталому режимі роботи. 
Побудовано з використанням  Matplotlib 

 

Середньоквадратичне відхилення кривої, що 

характеризує часові характеристики зміни обер-

тального моменту, отримане за виразом:  
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де: ia
 
– поточне значення обертального мо-

менту;  

a  – середнє значення обертального момен-

ту;  

n  – кількість спостережень проведених за 

один період часу (457 вимірювань). 

Абсолютна похибка A  запропонованого 

вимірювального перетворювача з використанням 

LVDT лінійного трансформатора обчислена 

шляхом розрахунку похибок безпосередніх вимі-

рювань з використанням коефіцієнта Стьюдента 

при довірчій ймовірності 0,95.  

Абсолютна похибка 0,003A = , визначена 

за наступним виразом: 

 

 

( )
2

1

( 1)
, 1 ,

n

i
i

a a

n n
A t n

n


=

 −

−
 = −   (24) 

де 0,95t =  – довірчий інтервал;  

ia  – поточне значення результату вимірю-

вання;  

a  – середнє значення результатів вимірю-

вань;  
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n  – кількість вимірювань за один період.  

В результаті, обертальний момент лежить в 

інтервалі від 0,020 до 0,026 з довірчою ймовірні-

стю 95 %.  0,023 0,003M =   Н·м, в сталому 

режимі роботи. 

Зважаючи на те, що отримані результати 

моделювання не враховують впливу тертя та 

температурних характеристик, дану модель мо-

жна вдосконалювати. Разом з тим, її застосуван-

ня показало лінійну залежність зміни індуктив-

ності LVDT під впливом моменту сили, яка діє 

на вал електрогенератора, що в подальшому до-

зволить проводити вимірювання обертального 

моменту з більш високою точністю. 

Висновок 

Запропонована модель вимірювального пе-

ретворювача у відповідності до електричної схе-

ми (рис. 5) та математичної моделі (20), дозволи-

ла отримати лінійну залежність між обертальним 

моментом валу електрогенератора та вихідною 

напругою перетворювача, використовуючи па-

раметри лінійного трансформатора та операційні 

підсилювачі. 

Її тестування в сталому режимі, в програм-

ному середовищі Matlab Simulink, дозволило 

отримати абсолютну похибку, яка знаходиться в 

інтервалі 0,003  Н·м з довірчим інтервалом 

95 %. Середнє значення вимірювальних резуль-

татів склало 0,023  Н·м.  

Разом з цим, запропонована схема має недо-

ліки, які обумовлені проблемою точності підбору 

її компонентів, що може суттєво вплинути на 

похибки результатів вимірювань. 

Запропонований метод полягає у вимірю-

ванні обертального моменту шляхом лінійного 

перетворення моменту сили, яка діє на феромаг-

нітний стержень лінійного трансформатора, у 

вихідну напругу. Зразкова величина такої сили 

може бути регульована та доводиться до рівності 

з величиною, що вимірюється. При цьому вимі-

рювальний прилад, який може бути побудований 

по такому принципу, буде мати високу чутли-

вість, що закладена в індуктивних сенсорах від-

повідного типу. 
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Г. Д. Братченко, д.т.н., М. О. Коптєлов, Г. Г. Смаглюк, М. А. Мартинов 

 

Державний університет інтелектуальних технологій і зв’язку, м. Одеса, Україна 
 

ОЦІНЮВАННЯ ТОЧНОСТІ ВИМІРЮВАННЯ МИТТЄВИХ ЧАСТОТ ТА ФАЗ КОМПОНЕНТ 

БАГАТОКОМПОНЕНТНОГО НЕСТАЦІОНАРНОГО СИГНАЛУ 

 

В роботі методом імітаційного моделювання отримані оцінки точності вимірювання миттєвої 

частоти та поточної фази кількох нестаціонарних частотно-модульованих компонент сигналу. 

Досліджувались методи вимірювання на основі короткочасного перетворення Фур’є та запропоно-

ваного методу з локальною адаптивною узгодженою фільтрацією компонент сигналу в частотній 

області у часовому ковзному вікні спостереження. Налаштування узгоджених фільтрів виконується 

окремо для кожної складової сигналу з поверненням у часову область та урахуванням налаштувань 

фільтра у попередньому часовому вікні. Отримані оцінки середніх квадратичних відхилень резуль-

татів вимірювань миттєвої частоти і поточної фази шляхом порівняння з їх відомими залежнос-

тями. Закони зміни частот компонент нестаціонарного сигналу обирались гармонічними, що дозво-

лило також оцінити вплив нелінійності зміни миттєвої частоти на точність вимірювання. 

Ключові слова: нестаціонарний сигнал, частотно-модульована компонента сигналу, коротко-

часне перетворення Фур’є, узгоджена фільтрація, вимірювання, миттєва частота, поточна фаза. 

 

Г. Д. Братченко, д.т.н., М. А. Коптелов, Г. Г. Смаглюк, М. А. Мартынов 

 

ОЦЕНИВАНИЕ ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ МГНОВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФАЗ КОМПОНЕНТ 

МНОГОКОМПОНЕНТНОГО НЕСТАЦИОНАРНОГО СИГНАЛА 

 

В работе методом имитационного моделирования получены оценки точности измерения мгно-

венной частоты и текущей фазы нескольких нестационарных частотно-модулированных компо-

нент сигнала. Исследовались методы измерения на основе кратковременного преобразования Фурье 

и предложенного метода с локальной адаптивной согласованной фильтрацией компонента сигнала в 

частотной области во временном скользящем окне наблюдения. Настройка согласованных филь-

тров выполняется отдельно для каждой составляющей сигнала с возвратом во временную область 

и учетом настроек фильтра в предыдущем временном окне. Получены оценки средних квадратиче-

ских отклонений результатов измерений мгновенной частоты и текущей фазы по сравнению с их 

известными зависимостями. Законы изменения частот компонент нестационарного сигнала выби-

рались гармоническими, что позволило также оценить влияние нелинейности изменения мгновенной 

частоты на точность измерения. 

Ключевые слова: нестационарный сигнал, частотно-модулированная компонента сигнала, кра-

тковременное преобразование Фурье, согласованная фильтрация, измерение, мгновенная частота, 

текущая фаза. 
 

H. D. Bratchenko, DSc, М. O. Koptielov, H. H. Smahliuk, M. A. Martynov 

 

ACCURACY ESTIMATION OF MEASURING THE INSTANTANEOUS FREQUENCIES AND 

PHASES OF COMPONENTS OF THE MULTICOMPONENT NON-STATIONARY SIGNAL 
 

Measurements of instantaneous frequencies and phases of non-stationary components of the 

multicomponent signals are actual in processing medical, radar, sonar, seismic, vibration, and speech 

signals. When we measure the parameters of multi-component non-stationary signals, it is a need to measure 

the instantaneous frequency and current phase of several non-stationary frequency-modulated signal 

components. In this article, estimates of the measurement accuracy of the specified parameters of the non-

stationary signal components were obtained using the method of simulation modeling. Measurement methods 

based on the short-time Fourier transform and the proposed method with local adaptive matching filtering of 

signal components in the frequency domain in the time-sliding observation window were studied. Adjustment 

of matched filters is performed separately for each component of the signal, returning to the time domain 
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and taking into account the filter settings in the previous time window. The simulation method is used for the 

signal model consisting of three components. The first two components are the frequency modulated 

harmonic ones and the last is harmonic with constant frequency. The amplitudes of components and additive 

Gaussian noise variance were variated to study the influence of signal-to-noise ratio on the accuracy of 

measurements. Estimates of the experimental standard deviation of instantaneous frequencies and current 

phase measurements were obtained by comparing them with their known dependencies. The frequency laws 

of non-stationary signal components were chosen to be harmonic, which also allowed us to evaluate the 

influence of the nonlinearity of the instantaneous frequency change on the measurement accuracy. The 

results of differential phase measurements between two measurement channels are obtained to illustrate the 

quality of such ones for multi-component non-stationary signals situations. The results of this study may be 

useful for the development of imaging methods in inverse synthetic aperture radars (ISAR) and 

interferometric ISAR. 

Keywords: non-stationary signal, frequency-modulated signal component, short-time Fourier 

transform, match filtering, measurement, instantaneous frequency, current phase. 
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Вступ 

Випадкові нестаціонарні вимірювальні сиг-

нали широко представлені в метрологічній прак-

тиці. В першу чергу, вони є випадковими завдяки 

наявності у суміші з квазідетермінованим корис-

ним сигналом шумової складової, яка може бути 

як адитивною, так і мультиплікативною. Окрім 

цього, параметри корисного сигналу, який несе 

інформацію про вимірювану фізичну величину, 

також можуть бути змінними у часі як за детер-

мінованим, так і за випадковим законом. Вимі-

рювання цих параметрів виконується засобами 

вимірювань, які самі також є джерелом завад. 

Одним з прикладів сигналу з детермінованими 

змінними параметрами є частотно-модульований 

(ЧМ) сигнал, в якому корисна інформація зако-

дована у законі зміни в часі миттєвої частоти 

(МЧ, англ. – Instantaneous Frequency – IF) сигна-

лу. Вимірювана в радіолокаційних і гідроакусти-

чних системах частота Допплера несе інформа-

цію про радіальну швидкість руху цілі, просто-

рове положення цілі та її елементів за результа-

тами вимірювань МЧ або фази відбитого сигналу 

[1, 2]. В радіолокаційних системах із синтезуван-

ням апертури за результатами таких вимірювань 

відновлюються двовимірні [3, 4] і тривимірні [5] 

радіолокаційні зображення (РЗ). Вимірювання 

МЧ застосовується у сейсмології для представ-

лення сейсмічних сигналів [6]. Оцінювання МЧ, 

наприклад, використовується для виявлення вуг-

леводнів, оскільки нафтові та газові пласти мо-

жуть викликати аномалії в енергії та частоті сей-

смічних сигналів [7], акустичних мовних сигна-

лів, миттєві частоти яких несуть важливу інфор-

мацію для аналізу і розпізнавання мовлення [8]. 

Численні застосування вимірювань МЧ присутні 

в медицині. Наприклад, в електроенцефалограмі 

(ЕЕГ, англ. EEG) новонароджених оцінку МЧ 

використовують для виявлення, моделювання та 

класифікації судом [9]. Для підвищення ефекти-

вності виявлення аномалій ЕЕГ багатоканальний 

аналіз МЧ компонент сигналу може комбінува-

тись з методами сегментації зображень, які 

отримуються за результатами часово-частотного 

(ЧЧ) аналізу сигналу [10]. Отримані результати 

вимірювань законів зміни МЧ компонент сигна-

лів у розглянутих випадках є ознаками або засто-

совуються для отримання ознак розпізнавання 

об’єктів або ситуацій з метою подальшого прий-

няття рішень [10].  

Спектральний аналіз є загальноприйнятим 

методом в метрологічній практиці, який реалізу-

ється в аналізаторах спектру та аналізаторах сиг-

налів для виявлення особливостей сигналу на 

обмеженій часовій ділянці. Такими особливос-

тями можуть бути: кількість компонент у складі 

сигналу, гармонічних та негармонічних, що мо-

же бути визначена за формою їх спектрів. При 

отриманні послідовності спектрів у ковзному 

часовому вікні додається можливість спостере-

ження законів зміни оцінок МЧ та амплітуд, се-

редньої частоти та закону зміни ширини спектру 

кожної з компонент, тобто реалізувати ЧЧ аналіз 

[11, 12]. При тривалому спостереженні нестаціо-

нарних сигналів оцінки законів зміни МЧ часто 

отримуються на основі спектральних оцінок се-

редньої частоти на порівняно короткій ділянці 

спостереження. При цьому для підвищення точ-

ності вимірювання МЧ тривалість вікна треба, з 

одного боку, зменшувати, щоб частоту сигналу 

на цій ділянці можна було б прийняти незмін-

ною, а, з іншого боку, – збільшувати для підви-

щення роздільної здатності та забезпечення до-

статнього рівня відношення сигнал-шум. Тобто 

існує протиріччя, яке потрібно вирішувати на 

практиці, виходячи з характеру зміни параметрів 

вимірювального сигналу [11, 13].  
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Аналіз літератури 

Найпоширенішим на практиці методом спе-

ктрального аналізу є перетворення Фур’є (ПФ, 

англ. Fourier Transform – FT) [14]. Метод є опти-

мальним, коли сигнал є сумішшю гармонік з 

кратними частотами і білого шуму. Якщо інфор-

мація про фізичний процес закладена в часових 

змінах миттєвих частот (МЧ) компонент спект-

ральних складових сигналу, спектральний аналіз 

може бути застосований лише наближено на 

обмеженому часовому інтервалі (вікні спостере-

ження), де можна нехтувати зміною частот ком-

понент сигналу. Задля скорочення тривалості 

вікна при збереженні роздільної здатності за час-

тотою описано значну кількість параметричних 

методів спектрального аналізу [14]. Кожен з них 

має переваги і недоліки пов’язані з відповідністю 

прийнятої моделі сигналу аналізованому сигна-

лу. Для виявлення короткотривалих спотворень 

гармонічного сигналу, які є коротшими за його 

період, віконний спектральний аналіз є не прида-

тним. Для вирішення таких задач застосовують-

ся, наприклад, методи вейвлет-аналізу [15]. У 

випадку нестаціонарних сигналів із змінною у 

часі частотою з метою збільшення тривалості 

вікна аналізу застосовуються лінійні моделі змі-

ни частоти (фаза такого сигналу відповідно має 

квадратичну залежність), а для більш складних 

сигналів – поліноміальні моделі більш високого 

порядку [3, 13]. Проблемним питанням щодо 

використання таких моделей є зростання обчис-

лювальної складності налаштування фільтрів, 

яке виконується після попереднього розділення 

компонент сигналу із застосуванням, наприклад, 

короткочасного перетворення Фур’є (КЧПФ).  

Часово-частотний (ЧЧ, англ. Time Frequency 

– TF) аналіз надає ефективні інструменти для 

аналізу нестаціонарних сигналів. Миттєва часто-

та  є одним з найважливіших параметрів у ЧЧ 

аналізі. Представлення МЧ, її вимірювання та 

зв’язок з фізичними величинами є ключовими 

темами аналізу нестаціонарних сигналів [11, 12, 

16]. Вибір алгоритмів обробки сигналів залежить 

від апріорних знань про явище, що розглядаєть-

ся. Якщо у вибраному просторі представлення 

існує точна математична модель сигналу, для 

виділення та класифікації ознак можуть бути 

застосовані параметричні алгоритми обробки 

сигналів [3]. Однак для аналізу нестаціонарних 

сигналів часто не існує узгоджених параметрич-

них моделей, за винятком дуже небагатьох особ-

ливих випадків. У [17] демонструються приклади 

параметричного представлення нестаціонарних 

сигналів різними моделями на основі ознак, які 

піддаються обчисленню. Нестаціонарні сигнали 

такі як перехідна характеристика системи, мовні 

фонеми та сигнали електрокардіографа підлаш-

товуються за допомогою цих моделей на основі 

ознак. Таким чином, підхід моделювання на ос-

нові ознак може бути придатним для обробки 

сигналів на основі моделі.  

В [18] аналізуються сучасні методи вимірю-

вання МЧ ЧМ-компонент багатокомпонентних 

нестаціонарних сигналів. Методи ґрунтуються на 

можливості розділення компонент сигналів у 

часовій, частотній або у часово-частотній пло-

щині (ЧЧП). Для цього ЧЧП поділяється на обла-

сті, що відповідають окремим компонентам, і 

застосується стандартний аналіз МЧ в цих облас-

тях. Ідеальна функція для оцінювання МЧ M-

компонентного сигналу представляється зваже-

ною сумою M δ-функцій, які матимуть лише M 

ненульових значень у певний момент часу, коли 

оцінка похідної фази дорівнює МЧ однієї з ком-

понент. Такий підхід застосовується для ефекти-

вної реалізації алгоритмів обробки багатокомпо-

нентних сигналів, компоненти яких розділяються 

в ЧЧП [19, 20]. 

В [3, 21] представлені методи, які передба-

чають адаптацію до законів зміни МЧ компонент 

сигналу. Вони застосовуються за умови попере-

днього розділення компонент сигналу для пода-

льшого уточнення їх частотних параметрів. При 

цьому методи спектрального аналізу можуть 

бути як лінійні, так і застосовувати квадратичні 

розподіли. В [22] розглядається локальне полі-

номіальне перетворення Фур’є (ЛППФ), вклю-

чаючи його визначення, властивості, зв’язки з 

іншими перетвореннями, такими як КЧПФ, роз-

поділ Вігнера-Вілля (Wigner–Ville distribution – 

WVD), функція невизначеності (ambiguity 

function, AF) AF і дробове ПФ (fractional Fourier 

transform – FrFT), які широко застосовуються для 

аналізу нестаціонарних сигналів. Проведене по-

рівняння ЛППФ з ПФ, КЧПФ і розподілом Ві-

гнера-Вілля показало перевагу ЛППФ в покра-

щенні відношення сигнал-шум, що підтверджу-

ється теоретичним аналізом і комп’ютерним мо-

делюванням. Надані результати порівняльного 

аналізу продуктивності використанням різних 

методів, пов’язаних з локальним поліноміальним 

перетворенням, для сигналів, вбудованих в ади-

тивний білий гаусівський шум, імпульсний шум і 

суміш адитивного білого гаусівського шуму та 

імпульсних шумів. Нарешті, розглядаються при-

клади застосування ЛППФ і обговорюються пер-

спективні застосування ЛППФ в таких областях, 

як обробка музичних сигналів, видалення переш-

код у зв’язку, аналіз висоти мови та формант, а 

також аналізу дисперсії хвиль Лемба. 

В [23, 24] пропонується адаптивний метод 

для оцінювання МЧ компонент зашумлених не-
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стаціонарних багатокомпонентних сигналів у 

поєднанні з методом оцінки тривалості компоне-

нтів на основі короткочасної ентропії Реньї. Ло-

калізація та розділення компонент здійснюється 

за допомогою методу двонаправленого відсте-

ження та виділення компонентів, тоді як оцінка 

МЧ виконується за допомогою адаптивних алго-

ритмів, заснованих на правилі перетину довірчих 

інтервалів і правилі відносного перетину довір-

чих інтервалів. Отримані оцінки середньої абсо-

лютної та середньої квадратичної похибки вимі-

рювання МЧ компонент в залежності від відно-

шення сигнал-шум. Аналогічний підхід, предста-

влений в [25], ілюструється результатами засто-

сування кількох методів часово-частотного ана-

лізу (ЧЧА) для обробки суттєво нестаціонарних 

вібраційних сигналів обертових машин, які є 

неперервними, показують, що метод КЧПФ пос-

тупається іншим відомим методам ЧЧА: узага-

льненому Warblet перетворенню (GWT); синх-

ронному перетворенню другого порядку (SSET) 

та запропонованому авторами методу GWT–

SSET, який поєднує ці два методи ЧЧА. Перевір-

ка цих методів виконана чисельно для одноком-

понентних і багатокомпонентних нестаціонарних 

сигналів зі змінною МЧ та за результатами нату-

рного експерименту. Для оцінювання концент-

рації ЧЧА та точності вимірювання МЧ викорис-

товувались квантовані показники ентропії Реньї 

та середньої відносної похибки відповідно. В той 

же час, суттєвою перевагою КЧПФ є значно ме-

нші обчислювальні витрати і можливість засто-

сування алгоритмів швидкого перетворення 

Фур’є (ШПФ). Більш того, у разі багаторазового 

ковзного віконного обчислення дискретного ПФ 

можна застосовувати ітераційний алгоритм, який 

переважає за швидкодією відомі алгоритми 

ШПФ [26, 27].  

В представленій статті розглядаються непе-

рервні нестаціонарні сигнали з одним типом не-

стаціонарності – зі зміною у часі МЧ сигналу. 

Сигнал є сумішшю кількох компонент, закони 

зміни МЧ яких можуть бути різними. При цьому 

припускається можливість розділення компонент 

в частотній області на обмежених за часом діля-

нках спостереження із застосуванням КЧПФ.  

Важливим завданням в окремих радіолока-

ційних застосуваннях також є вимірювання по-

чаткової фази та закону зміни поточної фази 

компонент нестаціонарного сигналу, а також 

міжканальної різниці фаз компонент нестаціона-

рного сигналу в приймальних каналах багатока-

нальної системи [1, 5, 28].  

Метою роботи є оцінювання точності вимі-

рювання МЧ та поточних фаз ЧМ компонент 

нестаціонарного сигналу, а також різниці їх фаз в 

двох каналах методом імітаційного моделюван-

ня. 

Завданнями дослідження є оцінювання: 

точності вимірювання МЧ компонент неста-

ціонарного сигналу на основі метода КЧПФ та 

адаптивного локального поліноміального метода 

з налаштуванням в частотній області, що пропо-

нується; 

точності вимірювання поточної фази і різ-

ниці фаз між двома каналами. 

Методи дослідження – методи вимірювання 

МЧ та фаз компонент нестаціонарного сигналу, 

метод імітаційного моделювання. 

Основна частина  

Імітаційна модель вимірювання МЧ та 

фаз компонент нестаціонарного сигналу 

В подальшому, як і в більшості розглянутих 

вище робіт, МЧ сигналу чи будь-якої його ком-

поненти сигналу 𝑓(𝑡)  визначається як похідна за 

часом 𝑡 від поточної фази відповідного аналітич-

ного сигналу 𝑧(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑒−𝑗φ(𝑡)  

 

 𝑓(𝑡) =
1

2π

𝑑φ(𝑡)

𝑑𝑡
,  (1) 

де φ(𝑡) – поточна фаза нестаціонарного сиг-

налу, яку відповідно можна бути визначена інте-

гралом 

 

 φ(𝑡) = 2π∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

0
,  (2) 

де 𝑡 – поточний час. 

Миттєва амплітуда сигналу 𝑎(𝑡)  при іміта-

ційному моделюванні вважається незмінною.  

Із співвідношень (1), (2) видно, що для оці-

нювання закону поточної фази сигналу не важ-

ливо яким методом отримано закон зміни МЧ. 

Тобто методи ЧЧА з квадратичними розподілами 

також можуть застосовуватись для вимірювання 

поточної фази. Однак, виходячи з (1) і (2), почат-

кова фаза сигналу буде втраченою.  

В подальшому розглядається вимірювання 

МЧ та фаз низькочастотних цифрових сигналів 

методом імітаційного моделювання. Досліджу-

ються методи КЧПФ та різновид ЛППФ, а також 

можуть одночасно досліджуватись й інші відомі 

та нові методи (рис. 1). Відповідні блоки умовно 

показані на рис. 1 штриховою лінією. 

Короткочасне (віконне) перетворення Фур’є 

(КЧПФ) є добре відомим методом ЧЧ аналізу 

нестаціонарних сигналів. У КЧПФ сигнал сегме-

нтується за часом шляхом застосування часового 

вікна певної форми. Тривалість вікна обирається 

достатньо короткою, щоб сигнал всередині вікна 

був наближеним до стаціонарного. В той же час 
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його тривалість є обернено пропорційною до 

частотної роздільної здатності. Тому при ЧЧ 

аналізі дуже коротке вікно бажано обирати при 

аналізі сигналів з високою частотою і швидкістю 

частотної модуляції (ЧМ) та сигналів, де неста-

ціонарність триває протягом короткого інтерва-

лу. Оскільки КЧПФ зазвичай реалізується в циф-

ровій області, період дискретизації аналого-

цифрового перетворювача (АЦП) обмежує три-

валість найкоротшого вікна. У разі необхідності 

кількість аналогічних каналів може бути збіль-

шено. При реалізації КЧПФ застосовано алго-

ритм прискореного ітераційного обчислення 

послідовності ДПФ та фільтрації за Хеммінгом в 

частотній області детально описані в [26, 27]. 

Оператор візуалізації КЧПФ проєктує енер-

гію сигналу в ЧЧП. Співвідношення для обчис-

лення потужності сигналу для моменту часу t і 

частоти ω має вигляд [22] 

 

 𝑆𝑇𝐹𝑇(𝑠; 𝑡, ω) = ∫ 𝑠(𝑡 + τ)ℎ∗(τ)𝑒−𝑗ωτ𝑑τ
∞

−∞
, (3) 

 

де s(t) – сигнал, що підлягає аналізу; 

h(t) – часове вікно, яке має обмежену трива-

лість;  

ω = 2π𝑓 – кутова частота; 

* – знак комплексного спряження.  

 

 

 

 

Рисунок 1 – Блок-схема імітаційної моделі для дослідження методів спектрального аналізу  

нестаціонарних сигналів (показано один вимірювальний канал) 
 

При вимірюванні МЧ методом КЧПФ із за-

стосуванням дискретного перетворення Фур’є 

(ДПФ) її значення наближено відповідають по-

ложенням максимумів піків в спектрі ДПФ. Ці 

частоти є оцінками МЧ у припущенні, що МЧ не 

змінюється у часі у вікні спостереження. Оскіль-

ки оцінка МЧ в спектрі може відхилятись від її 

істинного значення, при вимірюванні МЧ неста-

ціонарних сигналів ймовірною є методична по-

хибка. Величина абсолютної похибки залежить 

від закону зміни МЧ у відповідному ковзному 

вікні. 

У разі лінійного закону зміни МЧ її оцінка в 

спектрі ДПФ має наближатись до середнього 

значення МЧ у вікні, тобто дорівнювати напів-

сумі початкового та кінцевого значень МЧ у ча-

совому ковзному вікні. В той же час фаза цієї 

гармоніки у фазовому спектрі відповідатиме 

початковій фазі сигналу на початку відповідного 

вікна, що потрібно ураховувати при проведенні 

вимірювань. 

На практиці для вимірювання МЧ компо-

нент нестаціонарного сигналу потрібне виконан-

ня умови попереднього їх розділення компонент 

у ЧЧП. Одним із методів для покращення розді-

лення ЧМ компонент є ЛППФ. Згідно [22] опера-

тор ЛППФ можна записати як  

 

𝐿𝑃𝑃𝑇(𝑠; 𝑡, ω⃗⃗ ) =  ∫ 𝑠(𝑡 + τ)ℎ∗(τ)𝑒−𝑗θ(τ,ω⃗⃗⃗  )𝑑τ
∞

−∞
, (4) 

де ω⃗⃗ = (ω,ω1, … , ω𝑀−1) – вектор коефіцієн-

тів полінома фазового множника θ; 

θ(τ, ω⃗⃗  )= ωτ + ω1
τ2

2
+ ⋯+ ω𝑀−1

τ𝑀−1

𝑀−1
; 

M – порядок ЛППФ. 

В подальшому припускається можливість 

обмеження степені полінома θ(τ, ω⃗⃗  )  другим 

Блок ЛППФ 

Блок неста-

ціонарного  

сигналу 
∑ 

Блок  

шумових 
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прямокутним 

вікном 
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Хеммінга 
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порядком, нехтуючи членами вищого порядку. 

Адаптивний ЛППФ другого порядку згідно [22] 

має вигляд (границі інтегрування є нескінченни-

ми, як у (3) і (4), і далі не позначаються)  
 

𝐿𝑃𝑃𝑇α(𝑡)(𝑠; 𝑡, ω) = 

        = ∫ 𝑠(𝑡 + τ) ℎ∗(τ)𝑒−𝑗
α(𝑡)τ2

2 𝑒−𝑗ωτ𝑑τ,         (5) 

де α(𝑡) – змінний у часі параметр, який від-

повідає швикості зміни МЧ у момент часу t, і 

оцінюється за показником  

 

   α̂(𝑡) = 𝑎𝑟𝑔max
α∈Λ

𝐻(α, 𝑡),  (6) 

де Λ – область значень параметра α;  

𝐻(α, 𝑡) = ∫
|𝐿𝑃𝑃𝑇α(𝑡,ω)|2𝑑ω

 (|𝐿𝑃𝑃𝑇α(𝑡,ω)|)3 2⁄  – одна з відомих 

мір концентрації [22].  

В блоці ЛППФ (рис. 1) реалізовано обчис-

лення за співвідношенням (5) в частотній облас-

ті. Реалізація алгоритму для цифрових сигналів 

при цьому передбачає попереднє обчислення 

ДПФ з прямокутним вікном в частотній області 

згідно зі структурною схемою блоку ЛППФ (рис. 

2). На рис. 2 умовно показано N каналів налаш-

тування, в яких, на відміну від (6), передбачено 

також додаткове налаштування коефіцієнтів β. Їх 

зміна впливає на зсув спектра ЛЧМ складової, 

який далі комплексно спряжено перемножується 

зі спектром ДПФ відповідної компоненти неста-

ціонарного сигналу. Це дозволяє за результатами 

налаштування не тільки вимірювати швидкість 

зміни частоти, але й обчислювати поправку до 

виміряної МЧ. 

У блоці вимірювання та відслідковування 

частот компонент сигналу (ВВЧКС) визначають-

ся максимуми компонент сигналу шляхом порів-

няння амплітуди кожної спектральної складової 

на виході обмежувача знизу, який усуває бічні 

пелюстки і шумові викиди, із сусідніми значен-

нями в спектрі. 

На кожному наступному кроці виконання 

КЧПФ положення піків вимірюються та відслід-

ковується зміна положення відповідних піків, які 

є ближчими до піку на попередньому кроці. За 

результатами відслідковування будуються зале-

жності зміни МЧ компонент нестаціонарного 

сигналу методом КЧПФ. При імітаційному мо-

делюванні такі залежності далі порівнюються із 

заданими відомими законами МЧ компонент. 

Крім вимірювання МЧ, в блоці реалізується ви-

мірювання поточної фази двома методами: вимі-

рюванням фази відповідної гармоніки у фазово-

му спектрі та інтегруванням (методом трапецій) 

залежності МЧ у часі згідно співвідношення (2). 

Абсолютна похибка вимірювання фази також 

обчислюється як різниця отриманої експеримен-

тально залежності та заданої в імітованих сигна-

лах.  

 

 

 

Рисунок 2 – Структурна схема блоку ЛППФ 
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Опорні сигнали з блоків відтворення фазо-

вих множників подаються в блоки ДПФ, в яких 

обчислюються амплітудно-фазові характеристи-

ки (АФХ) N фільтрів для відповідних значень 

швидкості ЛЧМ  α𝑁 та зсуву спектру β𝑁. Ці АФХ 

мають бути комплексно спряженими по відно-

шенню до спектрів відповідних компонент сиг-

налу. В блоках множення обчислюються добутки 

відповідних відліків АФХ та спектру ДПФ не-

стаціонарного сигналу, який був отриманий ра-

ніше. У блоках ОДПФ (оберненого дискретного 

перетворення Фур’є) обчислюються сигнали у 

часовій області після узгодженої фільтрації. В 

блоках оцінки максимуму сигналу знаходяться 

максимальні значення піків сигналів, за якими 

виконується налаштування коефіцієнтів  α𝑖 з 

використанням зворотного зв’язку та порівнян-

ням цих значень з попередніми кроками налаш-

тування у блоці ВВЧКС. При цьому при обранні 

початкових значень швидкості  α𝑖 враховуються 

результати вимірювань МЧ із застосуванням 

КЧПФ з вікном Хеммінга. Для цього обчислю-

ється різниця оцінок МЧ на кінці та початку вік-

на спостереження та ділиться на значення його 

тривалості. Отримані початкові оцінки α𝑖
(0) в 

подальшому корегуються, як було описано рані-

ше. Одночасно виконується налаштування кое-

фіцієнтів β𝑖, початкове значення якого прийма-

ється рівним нулю. Слід зазначити, комплексні 

значення сигналів на виходах блоків ОДПФ та-

кож можуть бути застосовані для вимірювання 

різниці фаз між каналами у багатоканальній сис-

темі при відповідному налаштуванні. 

Блок нестаціонарного сигналу призначений 

для відтворення залежності напруги нестаціона-

рного сигналу у часі. Модель сигналу являє со-

бою адитивну суміш двох ЧМ сигналів с гармо-

нічною модуляцією, одного гармонічного сигна-

лу та гаусівського шуму. Імітований нестаціона-

рний сигнал є дискретною послідовністю ком-

плексних відліків і має вигляд у першому  

 

 𝑆𝑛 = 𝑆1𝑛 + 𝑆2𝑛 + 𝑆3𝑛 + 𝑎1𝑛 + 𝑗𝑏1𝑛, (7) 

та у другому вимірювальному каналі відпо-

відно 

 

𝑆𝑎𝑛 = 𝑆𝑎1𝑛 + 𝑆𝑎2𝑛 + 𝑆𝑎3𝑛 + 𝑎2𝑛 + 𝑗𝑏2𝑛.  (8) 

де компоненти сигналу задаються виразами 

 

𝑆1𝑛 = 𝐴1 ∙ 𝑒
𝑗ቀ2𝜋𝑡𝑛𝐹1+

2𝜋𝑎1𝐹1
Ω1

sin(Ω1𝑡𝑛)ቁ
;   

𝑆𝑎1𝑛 = 𝐴1 ∙ 𝑒
𝑗ቀ2𝜋𝑡𝑛𝐹1+

2𝜋𝑎1𝐹1
Ω1

sin(Ω1𝑡𝑛)+𝑄𝑎ቁ
; 

𝑆2𝑛 = 𝐴2 ∙ 𝑒
𝑗ቀ2𝜋𝑡𝑛𝐹2+

2𝜋𝑎2𝐹2
Ω2

sin(Ω2𝑡𝑛)ቁ
;   

𝑆𝑎2𝑛 = 𝐴2 ∙ 𝑒
𝑗ቀ2𝜋𝑡𝑛𝐹2+

2𝜋𝑎2𝐹2
Ω2

sin(Ω2𝑡𝑛)+𝑄𝑎ቁ
; 

𝑆3𝑛 = 𝐴3𝑒
𝑗(2𝜋𝑡𝑛𝐹3); 

𝑆𝑎3𝑛 = 𝐴3𝑒
𝑗(2𝜋𝑡𝑛𝐹3+𝑄𝑎), 

в яких 𝐹1, 𝐹2,  𝐹3  – постійні складові МЧ 

компонент сигналу; 𝐴1,  𝐴2, 𝐴3 – амплітуди ком-

понент сигналу;  Ω1 – частота однотональної 

кутової модуляції; a1, a2 – індекси модуляції 

першої та другої компонент сигналу; 𝑄𝑎 – різни-

ця фаз між відповідними компонентами сигналу 

у разі застосування двох каналів для вимірюван-

ня параметрів нестаціонарного сигналу; 𝑡𝑛 = 𝑛 ∙
∆𝑡 – n-й часовий відлік сигналу при періоді дис-

кретизації ∆𝑡; j – уявна одиниця. 

Фази ЧМ компонент сигналу у моделі сиг-

налу (7) і (8) обчислені згідно з (2) при МЧ  

𝑓1(𝑡) = 𝐹1 + 𝑎1𝐹1 cos(Ω1𝑡) та 𝑓2(𝑡) = 𝐹2 +
+𝑎2𝐹2 cos(Ω1𝑡) відповідно. 

Блок шумових завад призначений для іміту-

вання внутрішнього шуму вимірювального кана-

лу. Шуми є стаціонарним дельта-корельованим 

гаусівським процесом, математичне сподівання 

якого дорівнює нулю, а середнє квадратичне 

відхилення (СКВ) σ задається для відтворення 

потрібного рівня шуму. Відношення сигнал-шум 

в децибелах оцінюється при моделюванні окремо 

для кожної i-ї компоненти нестаціонарного сиг-

налу за формулою 
 

 𝑆ℎ𝑖 = 20lg ቀ
𝐴𝑖

σ√2
ቁ,  (9) 

Відліки шуму в обох вимірювальних кана-

лах є комплексними числами виду bn + jcn. Чис-

лові значення bn і cn задаються двома незалежни-

ми датчиками випадкових чисел розподілених за 

нормальним законом N(0, σ). Такий датчик, на-

приклад, входить до складу програмного середо-

вища Mathcad у вигляді підпрограми-функції 

rnorm(K, m, σ), в якій K – розмірність вектору 

відліків на виході датчика, m, σ – математичне 

сподівання та СКВ відповідно. 

Для оцінювання точності результатів вимі-

рювань отриманих методом імітаційного моде-

лювання обчислюються оцінки експерименталь-

ного СКВ при їх порівнянні з відомими залежно-

стями та у порівнянні з вибірковим середнім 

вимірюваної величини, а також в деяких випад-

ках застосовується оцінка СКВ середнього ари-

фметичного. Застосовуються відповідні співвід-

ношення наведені в теорії математичної статис-

тики та, наприклад, в п. 5.13 стандарту ДСТУ 

2681-94 Метрологія. Терміни та визначення.  

Імітаційне моделювання вимірювань МЧ 

та фаз компонент нестаціонарного сигналу 

виконувались для наступних вихідних даних: 

тривалість запису сигналу – 16 с; 

частота дискретизації сигналу – 128 Гц; 

кількість отриманих відліків на ділянці спо-
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стереження – 2048; 

період дискретизації Tr = 1/128 c; 

параметри сигналів в формулах (7) в (8) на-

ступні:  

частоти F1 = 10 Гц, F2 = 40 Гц, F3 = 60 Гц; 

Ω1 = Ω2 = 0,5𝜋 Гц;  

індекси однотональної ЧМ a1 = 0,3, a2 = 0,3; 

відношення сигнал-шум для першої компо-

ненти 3 дБ, для другої – 19 дБ; для третьої ком-

поненти 14,5 дБ; 

тривалість ковзного вікна обралася рівною 

0,5 с, за цей час отримуються 64 відліки сигналу. 

Для підвищення точності вимірювання час-

тот складових в спектрі послідовність відліків в 

кожному вікні доповнювалась до 256, що відпо-

відає тривалості спостереження 2 с та дискретно-

сті відліків в спектрі ДПФ – 0,5 Гц.  

У другий вимірювальний канал подається 

аналогічній нестаціонарний сигнал із фазовим 

зсувом кожної з компонент 𝑄𝑎 = 0,4. В позна-

ченнях на рисунках додаткова буква a вказує на 

приналежність другому каналу.  

На рис. 3 представлені спектри ДПФ неста-

ціонарного сигналу у двох вікнах спостереження 

розділених інтервалом 200 відліків, тобто за ча-

сом на 1,5625 с.  
 

 
Рисунок 3 – Спектри віконного ДПФ на ділянках 

з відліками: 0-64 – суцільна лінія;  

200-264 – точкова лінія 
 

З рис. 3 видно, що третя (гармонічна) ком-

понента сигналу залишається практично в тому 

ж положенні, тоді як дві інші мають помітний 

зсув по відношенню до попереднього положення. 

Крім цього, окрім трьох очікуваних піків, спос-

терігаються бічні пелюстки значного рівня та 

викривлення форми окремих піків за рахунок 

зміни МЧ. Такі зміни викликають розширення 

піка та появу додаткових максимумів, які при 

вимірюваннях можуть бути сприйняті за складо-

ву спектра. 

Застосування фільтра Хеммінга (вікна Хе-

ммінга) дозволяє суттєво зменшити рівень біч-

них пелюсток піків (рис. 4) [14]. Крім цього, піки 

стають більш симетричними і практично зника-

ють додаткові пелюстки, які характерні для спек-

тра ЛЧМ сигналу з прямокутною обвідною та 

для випадку нелінійної зміни частоти компонен-

ти сигналу у вікні спостереження.  
 

 
 

Рисунок 4 – Спектр ДПФ на ділянці 25-89  

з прямокутним вікном (суцільна лінія) та із  

застосуванням вікна Хеммінга (точкова лінія) 
 

Для виключення впливу шумів та залишко-

вих спотворень вводиться поріг для обмеження 

спектра сигналу знизу (при моделюванні поріг 

обирався на рівні 0,1 від максимального значен-

ня) (рис. 5). Після виконання попередньої оброб-

ки виконується вимірювання МЧ компонент сиг-

налу за положеннями максимумів піків в спектрі 

нестаціонарного сигналу. 
 

 
Рисунок 5 – Спектр ДПФ (рис. 4) після введення 

обмеження знизу в другому каналі (пунктирна 

лінія) 
 

Результати вимірювань представлені графі-

ками зміни оцінок МЧ у порівнянні із заданими 

законами зміни МЧ 𝑓1(𝑡) та 𝑓2(𝑡) для першої та 

другої компонент сигналу (рис. 6, а, б). 
 

 
 

а) 

 
б) 

 

Рисунок 6 – Закони зміни МЧ за результатами 

вимірювань у порівнянні із заданими в моделі:  

а) для першої компоненти; б) для другої  

компоненти 
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На рис. 6 відліки теоретичних залежностей 

f1(t), f2(t) показані, починаючи з 32 відліку. Саме 

в цьому випадку вони є найближчими до резуль-

татів вимірювань МЧ. Це пояснюється тим, що 

виміряні в кожному часовому вікні частоти фак-

тично є деякими середніми значеннями змінної 

МЧ на цьому інтервалі. Тому в першому вікні 

отримуються наближенні оцінки МЧ в середині 

інтервалу, тобто на 32 відліку, що за часом від-

повідає 0,25 с. 

Вимірювання частоти третьої компоненти 

сигналу (гармоніки з постійною частотою) дава-

ло незмінний результат 60 Гц, однак така карти-

на порушувалася при введенні незначного зсуву 

частоти (59,7 Гц). При цьому результатами вимі-

рювань є два сусідніх за шкалою значення 

59,5 Гц або 60 Гц, середнє арифметичне значення 

складало близько 59,52 Гц за 1984 вимірювання-

ми, а СКВ 0,206 Гц при порівнянні із заданою 

частотою 59,7 Гц. В той же час експерименталь-

не СКВ складає 0,108. При цьому теоретичну 

оцінку СКВ пропонується обчислити як                

 σε = √σ1
2 + σ2

2, де σ1 – СКВ за рахунок впливу 

внутрішніх шумів, σ2 – СКВ за рахунок дискрет-

ності вимірювальної шкали. У припущенні, що 

після застосування вікна Хеммінга компонента 

сигналу матиме форму колокольного імпульсу з 

гармонічним заповненням і тривалістю ковзного 

вікна τ𝑤, обчислимо σ1 за формулою                  

σ1 = 1 𝑞τ𝑤√π⁄ , де 𝑞 =
𝐴3

σ
 [29]. Друга складова є 

СКВ рівномірного розподілу σ2 = ∆𝐹 2√3⁄ , де  

∆𝐹 – дискретність відліків у спектрі сигналу. 

Тоді для умов експерименту буде σ1 = 0,15 Гц, 

σ2 = 0,144 Гц і  σε = 0,208 Гц, яке є близьким до 

СКВ 0,206 при порівнянні із відомою частотою. 

При збільшенні відношення сигнал-шум до 19 дБ 

отримаємо σ1 = 0,09 Гц і  σε = 0,17 Гц. Однак за 

результатами імітаційного моделювання СКВ 

складало 0,201 Гц. Таким чином є очевидним, що 

при подальшому збільшенні відношення сигнал-

шум розподіл похибки наближатиметься до рів-

номірного, тобто буде  σε = σ2, а виміряна час-

тота буде майже завжди 59,5 Гц. 

Порівняння результатів вимірювань МЧ з 

теоретичними залежностями на рис. 6 за їх різ-

ницею дає оцінки абсолютної похибки вимірю-

вань МЧ, які представлені на рис. 7, а, б для пе-

рших 512 часових відліків. З рисунків видно, що 

закони для обох компонент є подібними, мають 

ділянки близькі до лінійної залежності та такі, де 

закон зміни похибки є помітно нелінійним. На 

цій ділянці похибка поступово наближається до 

нуля. Діапазон зміни похибок для першої та дру-

гої компонент (– 0,48, 0,51) Гц та (– 0,39, 0,39) Гц 

відповідно. Тобто відмінність не є суттєвою, 

хоча відношення сигнал-шум для першої компо-

ненти 3 дБ, а для другої – 19 дБ.  
 

 
а) 

 
б) 

 

Рисунок 7 – Залежності абсолютної похибки  

вимірювань МЧ компонент нестаціонарного  

сигналу: а) першої; б) другої 
 

При відношенні сигнал-шум 19 дБ для пер-

шої компоненти абсолютна похибка вимірюван-

ня є близькою до обумовленої періодом дискре-

тизації й лише незначно перевищує в окремих 

точках значення 0,25 Гц, і не перевищує 0,3 Гц 

(рис. 8).  
 

 
Рисунок 8 – Залежність абсолютної похибки  

вимірювань МЧ першої компоненти  

нестаціонарного сигналу   
 

При такому співвідношенні розрахункове 

СКВ складає  σε =  0,17 Гц (σ1 = 0,09 Гц, 

σ2 = 0,144 Гц). Однак, вибіркове СКВ є близьким 

до 0,14 Гц, що навіть менше за складову σ2. При 

відношенні сигнал-шум 3 дБ різниця між розра-

хунковим і експериментальним значеннями є ще 

більшою: розрахунок – 0,58 Гц та моделювання – 

0,17 Гц. Тобто вплив шумової складової є не 

таким суттєвим, як очікувалось, очевидно, завдя-

ки впливу попередньої обробки. 

Для другої компоненти помітною особливіс-

тю є поступове зростання та відповідно убування 

абсолютної похибки після досягнення мінімаль-

ного значення біля 224 відліку, де швидкість 

зміни МЧ у вікні є близькою до нуля (рис. 7, б). 

При цьому при відношенні сигнал-шум 19 дБ 

середнє значення похибки на всій ділянці спо-

стереження має порядок 10-3, оцінка СКВ абсо-

лютної похибки відносно нуля складала 0,16 Гц 

(розрахункова – 0,17 Гц). Результати порівняння 

при менших відношеннях сигнал-шум: 9 дБ – 

СКВ 0,28 Гц (0,32 Гц); 6 дБ – СКВ 0,24 дБ 
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(0,43 Гц); 3 дБ – СКВ 0,26 дБ (0,58 Гц).  

Слід зазначити, що при вимірюваннях на 

окремих реалізаціях шумів при відношеннях 

сигнал-шум 3 і 6 дБ спостерігалися аномальні 

похибки при вимірюваннях частот F2 та F3, які 

мають усуватись при обробці результатів вимі-

рювань. 

Для отримання закону зміни поточної фази 

сигналу в моделі застосовується алгоритм обчи-

слення різниці фаз між n-м та (n – 1)-м комплек-

сними відліками відповідної спектральної скла-

дової КЧПФ, яка обрана для оцінювання МЧ на        

n-му та (n – 1)-му кроках,  

 

𝑃ℎ𝑛 = 𝑃ℎ𝑛−1 + arg(𝑆𝑝𝑛𝑒𝑗𝜑𝑛 ∙ 𝑆𝑝𝑛−1𝑒
−𝑗𝜑𝑛−1), (10) 

де Phn – n-й відлік поточної фази; 

𝜑𝑛, 𝑆𝑝𝑛 – фаза і амплітуда складової спектру 

відповідної компоненти сигналу на n-му кроці; 

arg(*) – функція для обчислення фази ком-

плексного відліку з інтервалом однозначності    

(– π, π). 

Побудований згідно алгоритму (10) закон 

зміни поточної фази є близьким до заданого в 

моделі (7), (8) (рис. 9).  
 

 
Рисунок 9 – Закони зміни поточної фази першої 

ЧМ компоненти сигналу за результатами         

імітаційного моделювання за алгоритмом (9)  

(неперервна лінія) та теоретична залежність     

(точкова лінія) 
 

Залежності абсолютної похибки вимірювань 

поточної фази наведені на рис. 10, а, б як різниця 

експериментальних за результатами імітаційного 

моделювання та теоретичної для першого та дру-

гого вимірювальних каналів. Видно, що похибки 

вимірювань лежать в границях ± 1,8, тобто мо-

жуть перевищувати 103 градуси (рис. 10, а), що 

веде до обмежень з практичного застосування 

таких оцінок.   

Середнє квадратичне відхилення закону змі-

ни поточної фази першої ЧМ компоненти сигна-

лу порівняно з її теоретичною залежністю є се-

реднім значенням M=1984 відліків на рис. 10, а, 

б. Воно складає для першого каналу 0,593, а для 

другого – 0,608 радіан. В той же час помітна пе-

ріодична складова в обох каналах. Різниця фазо-

вих залежностей Pha1m та Ph1m не має такої пері-

одичності (рис. 10, в). Це дає можливість вимі-

рювати різницю фаз між двома каналами з доволі 

високою точністю. Різниця фаз, яку задано при 

моделюванні складає 𝑄𝑎 = 0,4. Середнє арифме-

тичне значення результатів вимірювань різниці 

фаз 1m дає оцінку 𝑄𝑎
̅̅̅̅  = 0,3906, її вибіркове 

СКВ складає 𝑆𝑄𝑎
 = 0,0995. При цьому СКВ оцін-

ки 𝑄𝑎
̅̅̅̅  обчислене згідно співвідношення         

𝑆𝑄𝑎̅̅ ̅̅ = 𝑆𝑄𝑎
√𝑀⁄  складало 2,234∙10–3. 

 

 
а) 

 

 

б) 
 

 

в) 

 

Рисунок 10 – Залежності абсолютної похибки  

вимірювання поточної фази першої ЧМ           

компоненти за алгоритмом (9): а) в першому;  

б) в другому вимірювальних каналах; та  

в) різниці між залежностями б) і а) 
 

Слід зазначити, що вимірювання різниці фаз 

компонент сигналів між каналами можна реалі-

зувати без розгортання поточної фази. Кожний 

відлік s1m в цьому випадку дорівнює 

 

 ∆ϕ𝑠1𝑚 = arg(𝑆𝑝𝑎𝑚𝑒𝑗𝜑𝑎𝑚 ∙ 𝑆𝑝𝑚𝑒−𝑗𝜑𝑚), (11) 

де 𝑆𝑝𝑎𝑚, 𝜑𝑎𝑚 – амплітуда і фаза складової 

спектру відповідної компоненти сигналу в дру-

гому каналі на m-му кроці. Результати вимірю-

вань за алгоритмом (11) відрізняються від пода-

них на рис. 10, в на величину порядку 10–12, якою 

на практиці можна нехтувати.  

При вимірюванні поточної фази другої ком-

поненти за фазовим спектром ДПФ та її розгор-

танням за алгоритмом (10) виникає неоднознач-

ність, оскільки похибки вимірювання виклика-

ють перевищення границь діапазону однознач-

ності (– π, π) функції arg(*). Це відбувається за-
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вдяки впливу власних шумів вимірювального 

каналу, завдяки впливу яких потенційне СКВ 

вимірювань фази є обернено пропорційним до 

пікового відношення сигнал-шум σϕ = 1 𝑞⁄  [29]. 

Для другої компоненти 𝑞 = 𝐴2 σ⁄  = 12,5 і 

σϕ= 0,08. І хоча максимальне значення зсуву фаз 

між сусідніми відліками другої компоненти 

складає 2,553 і похибка σϕ не надто велика, щоб 

порушити умову однозначності, на практиці пе-

ревищення значення π має місце (рис. 11). На 

рис. 11 представлені закони зміни різниці фаз в 

m-й та (m-1)-й відліки фази зсунуті за часом на 

період дискретизації. 
 

 
Рисунок 11 – Залежності зсуву поточної фази за 

період дискретизації теоретична (суцільна лінія) 

та експериментальна (точкова лінія) для другої 

ЧМ компоненти  
 

Для усунення неоднозначності алгоритм ро-

згортання поточної фази має ураховувати мож-

ливість перевищення однозначності (– π, π). Піс-

ля такого урахування отримана  експеримента-

льна залежність поточної фази подібна до наве-

деної на рис. 9. Похибками вимірювань при цьо-

му в границях ± 3,65 відносно теоретичної зале-

жності, а вибіркове СКВ близько 2,32. В той же 

час, результати вимірювання різниці фаз між 

сигналами другої компоненти в другому та пер-

шому каналах дають середню арифметичну оці-

нку 𝑄𝑎
̅̅̅̅  = 0,4047, а її вибіркове СКВ складає 

𝑆𝑄𝑎
 = = 0,0203. При цьому СКВ оцінки 𝑄𝑎

̅̅̅̅  згідно 

співвідношення 𝑆𝑄𝑎̅̅ ̅̅ = 𝑆𝑄𝑎
√𝑀⁄  складає 4,56∙10–4. 

За результатами вимірювання МЧ закон змі-

ни поточної фази може бути обчислений за фор-

мулою (2) методом чисельного інтегрування за-

кону виміряної МЧ. В цьому випадку втрачаєть-

ся інформація про початкову фазу, але може бути 

оцінений закон зміни поточної фази, починаючи 

з 33 відліку за часом (середина ковзного вікна). 

Отримані залежності для першої та другої ЧМ 

компонент порівнюються із заданими теоретич-

ними законами після усунення постійного зсуву 

(він є близьким до 32) (рис. 12).   

Отримані наступні показники точності оці-

нювання законів зміни поточних фаз ЧМ компо-

нент: для першої компоненти оцінка початкового 

зсуву фази на момент 32 відліку – 20,25 

( = ) СКВ – 0,1113; для другої відповідно 

80,9125 ( =  ) та СКВ – 0,2368. Точ-

ність таких оцінок законів поточних фаз ЧМ 

компонент майже на порядок вище порівняно з 

вимірюваннями поточних фаз за фазовим спект-

ром, для яких СКВ для першої компоненти 0,593, 

а для другої – 2,32. На рис. 12, б помітною є пе-

ріодична складова, яка відповідає гармонічному 

закону ЧМ. Таким чином із збільшенням частоти 

компоненти сигналу зростає методична складова 

абсолютної похибки.   

 

а) 

 
б) 

 

Рисунок 12 – Різниця законів виміряної поточної 

фази та заданої в моделі: а) для першої ЧМ  

компоненти; б) для другої ЧМ компоненти 
 

Останнім завданням, яке вирішується в ро-

боті, є імітування ЛППФ з поліномом другого 

порядку з метою дослідження можливості під-

вищення точності вимірювання МЧ та швидкості 

її зміни. На рис. 13 представлені залежності аб-

солютних похибок вимірювань частоти другої 

компоненти 𝑓2(𝑡) = 𝐹2 + 𝑎2𝐹2 cos(Ω1𝑡) при 𝐹2 = 

= 30 Гц на обмеженій ділянці спостереження від 

200 до 512 часового відліку. За таких умов СКВ 

вимірювань МЧ методом КЧПФ склало 0,153 Гц, 

методом ЛППФ – 0,122, тобто зменшується на 

20 %. 
 

 
 

Рисунок 13 – Залежність абсолютної похибки 

вимірювання частоти другої  із застосуванням 

ЛППФ (суцільна лінія) та КЧПФ (пунктирна  

лінія) при відношенні сигнал-шум 19 дБ 
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Оцінка швидкості зміни частоти 

α порівняно з її теоретичною залежністю 

 показує коректність отриманих оцінок 

(рис. 14) за алгоритмом ЛППФ.  

  

 

Рисунок 14 – Залежність швидкості зміни          

частоти α  отримана із застосуванням ЛППФ та 

теоретична залежність швидкості   при  

відношенні сигнал-шум 19 дБ 

 

Оцінка залежності МЧ для першої компоне-

нти представлена на рис. 15. Вона краще, ніж для 

другої компоненти: СКВ результатів вимірюван-

ня Методом ЛППФ 0,047 Гц, для метода КЧПФ – 

0,13 Гц, тобто зменшується на 63,6 %.  

 

 

Рисунок 15 – Залежність абсолютної похибки 

вимірювання МЧ першої компоненти  

із застосуванням ЛППФ (суцільна лінія) та 

КЧПФ (пунктирна лінія) при відношенні 

 сигнал-шум 19 дБ 

 

Слід також зазначити, що при збільшенні 

МЧ компоненти і діапазону її зміни зростає ме-

тодична похибка при оцінюванні частоти (рис. 

13). Так при частоті 𝐹2 =40 Гц СКВ абсолютної 

похибки навіть збільшилося приблизно на 4 %. Її 

зростання може бути дещо зменшене, якщо вно-

сити половину оціненої да методом ЛППФ прав-

ки частоти до оцінки за КЧПФ. В цьому випадку, 

наприклад для оцінки на рис. 13, СКВ  

Таким чином, реалізація процедури налаш-

тування алгоритму ЛППФ в частотній області 

порівняно є працездатною. Вона дозволяє прак-

тично усунути взаємний вплив компонент сигна-

лу при налаштуванні в часовій області (5) [18]. 

Обмеженням методу є вимога до лінійності зако-

нів зміни МЧ компонент сигналу. Нелінійність 

зміни МЧ компоненти сигналу веде до появи 

методичної похибки. Тому відповідні узгоджені 

фільтри мають налаштовуватись на ЧМ більш 

високого порядку, ніж лінійна, але ускладнення 

алгоритму такого налаштування робить пробле-

матичною доцільність його реалізації алгоритму 

в частотній області. Слід також зазначити, що 

при зменшенні відношення сигнал-шум запропо-

нований різновид алгоритму ЛППФ може давати 

хибні оцінки з оцінювання швидкості зміни час-

тоти. При цьому похибки метода стають більши-

ми, ніж при застосуванні КПЧФ.  

Висновки 

В роботі методом імітаційного моделювання 

отримані оцінки точності вимірювання МЧ та 

поточних фаз компонент нестаціонарного сигна-

лу з гармонічною ЧМ, а також різниці їх фаз в 

двох каналах.  

Оцінки точності вимірювання МЧ компо-

нент нестаціонарного сигналу отримані із засто-

суванням метода КЧПФ та адаптивного метода 

локального поліноміального перетворення Фур’є 

(ЛППФ) з налаштуванням в частотній області, 

що пропонується. За результатами моделювання 

отримані оцінки СКВ для компонент з гармоніч-

ною ЧМ з середніми частотами 10 Гц, 30 Гц при 

заданих відношеннях сигнал-шум 3 дБ та 19 дБ. 

Показано, що діапазон зміни похибок для першої 

та другої компонент (– 0,48, 0,51) Гц та               

(– 0,39, 0,39) Гц відповідно. Оцінка СКВ абсолю-

тної похибки відносно нуля складала при відно-

шенні сигнал-шум 19 дБ для другої ЧМ компо-

ненти 0,16 Гц. При менших відношеннях сигнал-

шум: 9 дБ – СКВ 0,28 Гц; 6 дБ – СКВ 0,24 дБ; 

3 дБ – СКВ 0,26 дБ, їх значення виявилися мен-

шими за теоретично очікувані.  

наведені оцінки точності вимірювання пото-

чної фази і різниці фаз між двома каналами для 

компонент з гармонічною ЧМ з середніми часто-

тами 10 Гц, 30 Гц при заданих відношеннях сиг-

нал-шум 3 дБ та 19 дБ вказують на можливість 

вимірювання постійної різниці фаз з допустимою 

похибкою. Так, результати вимірювання різниці 

фаз між сигналами другої компоненти в другому  

та  першому каналах дають середню арифметич-

ну оцінку 𝑄𝑎
̅̅̅̅  = 0,4047 за 1984 відліками при за-

даному значенні 0,4, а її вибіркове СКВ складає    

𝑆𝑄𝑎
 = 0,0203. Середнє арифметичне значення 

результатів вимірювань різниці фаз для першої 

ЧМ компоненти дає оцінку 𝑄𝑎
̅̅̅̅  = 0,3906 та вибір-

кове СКВ 𝑆𝑄𝑎
 = 0,0995.  

Показано, що при оцінюванні поточної фази 

шляхом її розгортання за виміряними фазовими 

спектрами КЧПФ відповідної ЧМ компоненти 

сигналу абсолютні похибки є значно більшими, 

ніж при отримані закону зміни поточної фази 

методом інтегрування закону зміни МЧ. Так для 

другої компоненти абсолютні похибки результа-
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тів вимірювань знаходяться в границях ± 3,65 

відносно теоретичної залежності, а вибіркове 

СКВ складає близько 2,32. Тоді як при оцінці 

поточної фази методом інтегрування закону змі-

ни МЧ СКВ дорівнює 0,2368, тобто є на порядок 

меншою. Недоліком другого методу, однак, є 

втрата інформації про початкові фази, що ви-

ключає можливість вимірювання різниці фаз між 

каналами. В той же час можна припустити мож-

ливість комбінування обох методів з метою під-

вищення точності оцінювання закону зміни по-

точної фази., що потребує додаткових дослі-

джень. 

Показано можливість реалізації запропоно-

ваного різновиду адаптивного метода ЛППФ з 

метою отримання оцінок швидкості зміни МЧ та 

уточнення законів зміни МЧ. Отримані результа-

ти вказують на придатність такого методу при 

достатньо великих відношеннях сигнал-шум. 

Подальше дослідження має визначити доціль-

ність застосування ЛППФ за практичних умов 

спостереження рухомих об’єктів в радіолокато-

рах з інверсним синтезуванням апертури і відно-

влення їх радіолокаційних зображень. 
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